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V^iiARGÉ, dès la création de TÉcole Polytechnique, (eit 
1794) (*) d j professer l'application de Tanaljse à la méca- 
nique, un de mes premiers soins fut de m'occuper de la com- 
position d'un cours élémentaire de la science de l'équilibre 
et du mouvement adapté au sjstême général des études de 
cet établissement célèbre , cours qui ne pouvait pas être 
suppléé par les ouvrages suivis jusqu'alors dans les écoles du 
génie et de l'artillerie. Ces ouvrages, quoique digne de l'es- 
time dont ils jouissaient, offraient, relativement à la condi- 
tion que j'avais à remplir, Tinconvénient, de ne pas mettre 
à profit, pour la clarté et la généralité de l'exposition , les 
ressources de la géométrie analjtique , dont les monuments 
élevés aux sciences par quelques géomètres du premier ordre, 
attestaient, depuis longtemps, la grande utilité. J'avais à la vé- 
rité publié, en 1790, un traité de mécanique, servant d'intro- 
duction à mon architecture hydraulique , entièrement fondé 
sur les mc^±liu Jcb ciiiploj^ées avec tant de succès par les géo- 
mètres dont je viens de parler, et qui ont le précieux avan- 
tage de s'appliquer immédiatement aux trois dimensions des 
corps, ou aux cas de la nature j cette introduction est, je crois; 
la première production de son genre , destinée à l'instruc- 
tion des ingénieurs et des artistes, où les directions des forces, 
leurs points d'application , et en général les systèmes sur 
lesquels elles agissent aient été rapportés à trois plans coor- 
donnés comme ils le sont dans le Théoria motus corporun» 
ligidorum, les mécanùfues analytique et céleste etc., (**) mais 

(*) La première loi concernant cette école, est du ii mars 3794, (^i ven-* 
tose an 2 ) 

(**) Voyez, pour plus de^ détail sur cet ouvrage, et sur mes travaux sub- 
séquents ,. relatifs à renseignement de l'Ecole Polytechnique, le rapport his-' 
torique sur les progrès des sciences mathématiques depuis f^8(f etc. , par M. 
Delambre , Tan des Secrétaires perpétuels de la première classe de l'Institut 
^mpérial de France. 



eu égard aux développements qu'elle contenait et à la forme 
à laquelle, par sa destination spéciale, sa composition avait 
été assujettie , elle ne me dispensait pas de rédiger des cahiers 
particuliers offrant textuellement la matière de mes leçons: 
La rédaction de ces cahiers fut menée de front avec celle 
d'une suite de leçons d'analjse pure qu'on fesait imprimer 
pour les distribuer aux élèves; les feuilles de mécanique leur 
étaient seulement communiquées en manuscrit parcequ'elles 
contenaient la partie de mon travail à laquelle j'attachais 
la principale importance, et que je voulais, avant de la li- 
vrer à l'impression, revoir et retoucher avec plus de loisir 
que je n'en avais eu pendant une rapide et première compo- 
sition. Cependant le conseil d'administration et d'instruction 
de TEcole Polytechnique, après m'avoir pressé, plusieurs 
fois, de publier mon cours, réitéra ses instances en i8oij 
mais les fréquentes missions que je recevais du gouverne- 
ment, et qui consommaient une partie notable de mon 
temps , ne me permettant pas de remplir les intentions de ce 
conseil aussitôt que je l'aurais désiré , M. Francœur , ancien 
élève de Técole et l'un des plus assidus à mes leçons, dont 
il avait les feuilles manuscrites , publia l'ouvrage intitulé 
Traité élémentaire de mécanicfue , d^aprhs les méthodes de 
R. Prony qui, en peu d'années, a eu plusieurs éditions. 
Depuis ce temps j'ai pu mettre la dernière main à mon tra- 
vail et j'en^i fait , par des augmentations et des améliorations 
très-considérables, un ouvrage qu'on peut regarder comme 
nouveau j c'est ce que pourront vérifier, à la simple inspec- 
tion, les personnes qui auront, avec le livre publié en 1801, 
celui que je mets au jour en ce moment j on trouve même, 
dans ce dernier, des théories importantes qui n'existaient pas 
encore lorsque le premier a paru. 

Les lecteurs curieia de cgxmoitre d'ayance Tordre d'exr 



(3) 

position que j'ai suivi pourront parcourir les tables des ma- 
tières; ilsj trouveront, à peu de chose près, quand à la par- 
tie purement rationnelle de la science , les mêmes séries de 
questions sur l'équilibre et le mouvement, dont se compose 
Texcellent traité de mécanique de mon collègue M. Poisson; 
ainsi qu'on devait s j attendre d'après l'objet commun que 
nous avons eu en vue ; mon livre est un peu plus volumi- 
neux que le sien , mais cette différence tient à des digres- 
sions dans lesquelles j'ai voulu, en faveur des ingénieurs et 
des artistes , donner quelques exemples de l'application de 
là théorie aux noachines et aux arts de constrution. 
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CORRECTIONS. 



d'où àinwt la densité quand c 
la combine avec V étendue ^ 

de» pressions 

se comptent 

et proportionnelles 

pour l'axe des z 

quelles 
ou lorsque, par rapport a ce poini 
^ {^P p) est une quantité finie, pc 
sitive ou négative , l'équilibre n" 
pas lieu , ainsi que je l'ai dit pn 
cédemment. 

art. 167 et 168 

X COS. A -k- a cos. B + y cos* C 

^{Pù) ' 

de toutes ces forces 
(>o06i98 mètres 
le pion 



du '^* 



O 



la tension 

ré^uation [z^. art. -pi , a une 
celui qui a lieu 
pesintî» 
du contact qui n*est 
i^K est la valeur au moment de i 
routante 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 



DE STATIQUE. 



SECTION I. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



ET'PARTIE DE LA STATIQUE, 

DANS LAQUELLE ON CONSIDERE PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUÉE? A UN MÊME POINT. 



Objet général de la mécanique. 

t. JLjES Sciences mathématiques et physiques embrassent Tuniversa- 
litc des propriétés des corps et des phénomènes de la nature , et cha- 
cune d'elles a pour objet spécial, qui la distingue des autres, une partie 
de ces propriétés et de ces phénomènes. 

2. Ainsi les Mathématiques pures considèrent particulièrement tout 
ce qui est relatif à la grandeur ou quantité ^ soit qu'on la représente 
par des nombres dont l'expression est ou absolue ou algébrique, soit qu'on 
la fasse dépendre de \ étendue qX, de Xdijigurc ; et comme les idées de 
quantité j à.'étendue et àç figure se trouvent liées à toutes celles qui 
composent le système des autres sciences, l'étude de ces dernières doit 
avoir, pour préliminaire indispensable, celle des Mathématiques purts^ 
qui peuvent être regardées comme formant la première division du sys- 
tème général de la partie des conaissannces humaine5 dont il s'agit ici. 

3. La mécanique^ ou la science de \ équilibre et du mouvement, in? 
timement liée à la géométrie, emprunte d'elle, V étendue çi\^ figure , 
fit réunissant à ces propriétés abstraites, la mas^Cj d'où dériyeldi densité^ 
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VimpéndtrahilUéj la mobilité et, \ inertie ^ fait, de plus, entrer en con- 
sidération le temps et \êL force ou puissance. 

L'Etude de la mécanique porte ainsi sur des objets plus composés que 
ceux de la géométrie , mais les raisonnements et les démonstrations n'ont 
pas moins de certitude dans l'une que dans l'autre : la première a môme 
l'avantage de fournir des méthodes qui ne laissent plus rien a désirer pour 
la solution ou la mise en équation des problèmes qui lui sont propres , 
en sorte qu'on peut , sous ce point de vue , regarder la mécanique ra^ 
tionnelle comme une science complète ou terminée. 

J'entrerai bientôt , sur \^ force ou puissance ^ dans les détails néces- 
saires pour en donner une notion exacte sous le point de vue qui inté- 
resse ce traité ; quant aux autres propriétés des corps , dont je viens de 
faire l'énumération, les élèves , que je suppose instruits, au moins des 
premiers principes de la physique, n'ont besoin d'aucune explication sur 
ce qui les concerne, explications qui, d'ailleurs, ne sont vraiment utiles 
que pour les parties de la mécanique qui suivent celles dout je vais 
m'occuper. 

4. La mécanique considérée dans ses rapports avec les trois grandes 
divisions des sciences naturelles qui viennent après les mathématiques 

* pures ^ et qui sont \di physique ^ la chimie et V histoire naturelle j ap- 
partient évidemment à la physique , et on en doit dire autant de P^J- 
tronomie physique qui offre les plus belles applications qu'on ait fartes 
des lois du mouvement ; mais vu l'étendue actuelle de ces deux branches , 
et pour les présenter avec les détails convenables , on a pris le parti de 
les isoler du tfonc principal, et de les renfermer dans des traités séparés. 
Cette division et cette séparation d'études et de recherches, sont les con- 
séquences naturelles du progrès des connaissances. 

Notions générales sur \a force ou puissance. 

5. Les notions à^ espace ^ détendue et de corps ou solide étant ac- 
quises par l'étude de la géométrie , on en déduit immédiatement l'idée 
générale du moui^emenl qui est le passage du corps ou solide d'une po- 
sition qu'il occupe, dans l'espace, k une autre position. Cette idée est même 
déjà devenue familière k ceux qui se sont occupé de géométrie et qui ont 
souvent employé le mouvement pour expliquer la génération des Hgnes, 
4e9 surfaces et des solides. 
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Le repos , en mécanique , est l'immobilité du corps ou solide dans 
Vespace. 

6. La nature ne nous offre aucun exemple d'un corps qui passe de l'état 
de repos k celui de mouvement ^ ou réciproquement, sans que ce chan- 
gement d'état ne soit la suite d'une action exercée sur ce corps par un 
agent qui en est indépendant, et on admet, comme vérité de fait, qu'un 
corps ne peut pas, par lui-même, c'est-à-dire sans l'action d'un agent ex- 
térieur, changer son état de repos ou de mouvement. 

7. Il n'existe, selon toutes apparences, aucune portion de matière dan» 
l'univers, qui ne soit dans un état actuel de mouvement; l'immobilité 
que nous observons dans quelques corps , à la surface de la terre , n'est 
qu'apparente ou relative y puisque ces corps se meuvent avec la planète 
dont ils font partie et qui tourne autour de son axe et autour du soleil; 
on a même d'assez fortes raisons de penser que le soleil lui-même et le sys- 
tème planétaire, sont entraînés d'un mouvement commun dans l'espace. 

Cependant , d'une part, on ne peut rien conclure de là, sur l'impossi- 
bilité de l'état de repos, car il est fort aisé de concevoir la combinaison 
du mouvement particulier d'un corps , à la surface d'une planète, et du 
mouvement qui lui est commun avec cette planète , faite de manière 
que le corps reste immobile dans l'espace absolu ; d'une autre part, à me- 
sure qu'on avance dans l'étude et la connaissance de la nature, on s'as- 
sure, de plus en plus, que les mouvements qui s^opèrent dans l'univers, 
peuvent être expliqués et calculés , sans qu'on soit obligé de suppo- 
ser aux corps une faculté de se mouvoir indépendamment des causes mo- 
trices extérieures; d'où on conclut que ces causes extérieures sont néces- 
saires pour la production du mouvement. On voit ici la liaison qui existe 
entre rétablissement de quelques notions très-élémentaires, et la considéra- 
tion des plus grands phénomènes que nous offVe l'observation de la nature. 

8. 11 suit de ces notions que le repos d'un corps peut avoir lieu dans^ 
deux cas, savoir ; lorsque le corps n'éprouve l'action d'aucun agent ex- 
térieur capable de le mettre en mouvement, et lorsque, éprouvant cette 
action, le mouvement qui en devrait résulter est arrêté ou empêché, 
soit par des obstacles qui ne permettent pas au corps de se déplacer, 
soit par d'autres agents qui annulent l'action des premiers, dont l'effet, 
dans ce cas, se borne à donner au corps une simple tendance au moi^ 
vcmcnt. 
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9. Toute Cause motrice capable, soit d'imprimer à un corps ou un 
mouvement actuel, ou une tendance au mouvement , soit d'arrêter son 
mouvement actuel, soit, enfin , de rendre sa tendance au mouvement, 
sans effet, est ce qu'on appelle une force ou puissance. 

10. La nature de Xsl force ou puissance nous est inconnue, mais ses 
effets sont soumis à des lois générales, bien constatées, qui reposent sur 
un petit nombre de principes fondamentaux, au moyen desquels on peut 
toujours calculer et prévoir les phénomènes d'équilibre ou de mouve- 
ment résultants de circonstances connues et qui fournissent les données 
suffisantes. 

11. C'est à Texercice de nos facultés organiques que nous devons la 
première connaissance des effets de \a force. Nous avons le pouvoir, en 
agissant sur les corps , de les mettre en mouvement, ou de les réduire à 
l'état de repos ; nous voyons de semblables phénomènes résulter des ac- 
tions réciproques des animaux sur les corps, et des corps les uns sur les 
autres, et nous regardons, par analogie, ces effets divers, comme liés à 
une cause commune. Ainsi nous disons \a force d'un homme , la force 
d'un cheval , la force d'un ressort^ etc. , pour exprimer les facultés qu'ont 
ces divers agents, de produire ou d'empêcher le mouvement. 

. 12,. Le mode d'action des agents dont je viens de parler, peut toujours 
être perceptible aux sens, et a lieu en choquant, poussant ou tirant, soit 
immédiatement, soit par l'intermède de quelque corps; mais il existe 
dans la nature, d'autres agents dont le mode d^action échappe aux sens,. 
et ne se manifeste que par les phénomènes qui en résultent : tels sont 
les phénomènes connus sous les noms ^attractions et répulsions elec-^ 
triques et magnétiques j ceux de la pesanteur de la gravitation uni^ 
i^ersellej mais les agents cachés dont l'action devient apparente dans ces 
phénomènes, sont soumis, soit en produisant , soit en arrêtant le mou- 
vement , aux mêmes lois que les agents visibles^. 

Des forces considérées comme quantités matliématrques ; de leur compararson 
et de leur mesure envisagées sous le point de vue qui intéresse particulière-^ 
ment la partie de la mécanique exposée dans ce traité. Toutes ces forées* 
peuvent être représentées par des poids, 

i3. Le mouvement et les phénomènes qui en dépendent, et qui 
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rendent si manifestes à nos sens les effets de \dijbrce^ peuvent être, des 
l'abord , les objets des études des élèves qui veulent apprendre la méca- 
nique, et, même, l'exposition préliminaire des principes généraux de la 
partie de cette science qui traite du mouvement, et de quelques unes de 
leurs applications, présente plusieurs avantages. L'organisation de l'en- 
seignement de l'École Polytechnique , à laquelle ce traité est particu- 
lièrement destiné , me détermine à suivre un autre ordre d'exposition ; 
je supprimerai de cette première partie du cours, tout ce qui tient à la 
considération des corps animés d'un mouvement effectif, et j'y restrein- 
drai l'effet de \^ force à ce qui concerne la simple tendance au mouve- 
ment, qui est, ou imprimée à un corps dépourvu de cette tendance^ oti 
rendue sans effet dans un corps où elle existe d'avance. 

14. Il est nécessaire d'avoir, sous ce )3oint de vue particulier. Une 
idée nette et précise de la comparaison et de la mesure Aes forces. 

Si un corps pesant est en repos sur une table ou sur un plan horizon- 
tal, et qu'on veuille , en substituant la main à cette table ou à ce plan , 
empêcher le cor]» de descendre, il faut exercer sur lui ce qu'on appelle 
un ç^A*/^ capable de rendre sans effet sa tendance au mouvement, ten* 
dance au moyen de laquelle il exerce sur notre main \ii\e pression. Notre 
effort est une action provenant de \b force que comporte notre organisa-» 
tion , ]a pression est une action contraire provenant de lu force due à la 
pesanteur, et, dans le cas ou le corps sollicité au mouvement par chacune 
de ces forces , ne prend cependant aucun mouvement , il est dans un 
état qu'on appelle état à! équilibre. 

En augmentant ou en diminuant la masse du corps soutenu , et ob- 
servant les changements d'effets, sur nos organes, qui en résultent, nous 
acquérons une idée du pliïs et du moins dans \ effort ^ dans la pression j 
et par conséquent dans la force ^ qui nous fait , dès lors ranger cette 
force parmi les quantités mathématiques. 

i5. Les forces étant susceptibles d'augmentation et de diminution, 
c'est-à-dire étant des quantités mathématiques ^ ont donc entr'elles des 
rapports assignables ; on peut prendre une force déterminée pour unité 
ou terme de comparaison , et exprimer toutes les autres forces par des 
nombres qui seront leurs rapports avec l'unité àç force. 

16. Ces premières notions suffisent pour l'établissement d'une théorie, 
sur les actions des forces, indépendante, tant du choix qu'on peut faire 
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dans la nature d'une unité pour la mesure absolue de forces, que des coït* 
sidérations physiques d'après lesquelles on rapporterait à ce type les 
quantités ou intensités des autres forces. 11 est cependant bon, afin de 
fixer les idées, de convenir d'avance, et de V unité de mesure des forces 
et du vcioà^ physique de leurs comparaisons. 

Dans cette détermination, on regarde comme vérités àejaii y que les 
pressions exercées par différents corps pesants de même matière homo- 
gène, de même volume, et pris d'ailleurs, à tous égards, dans les mêmes 
circonstances physiques, que ces pressions j dis-je, sont égales entr'el les » 
que la réunion de 2, 3 etc. , de ces corps , donne une pression double ^ 
triple, etc. , de celle d'une masse individuelle, et qu'en général les corps 
dont il s'agit exercent des pressions proportionnelles k leurs volumes. 

17. On ne peut nier ces faits qu'après avoir ruiné entièrement les bases 
de raisonnement généralement adoptées par les physiciens, et qui sont 
d'accord avec tous les phénomènes observés ; mais, je le répète, dans 
l'hypothèse même où on les révoquerait en doute , on ne porterait au- 
cune atteinte à la vérité des théories démontrées dans ce traité, lesquelles 
ne supposent point que certaines forces particulières, prises dans la nature, 
iiyent entr'elles les rapports qu'on leur assigne, mais supposent seulement 
que CCS rapports peuvent exister entre des forces en général. 

18. On déduit immédiatement des vérités dejait de l'article 16 Je 
moyen de rapporter les pressions dues k différents volumes d'une ma- 
tière homogène k celle dont un volume donné de cette matière est ca- 
pable. Dans le nouveau Système métrique français, on a pris pour terme 
de comparaison la pression due k un centimètre cube ou k la millio- 
nième partie d'un mètre cube d'eau distillée et considérée dans le vide^ 
k son maximum de densité : ce maximum , par une singularité remar- 
quable, ne répond pas au degré de la congélation , mais a 4 degrés, au 
dessus de ce terme , mesurés sur le thermomètre centigrade. C'est là 
l'unité de poids que l'on a nommé gramme. 

Les nombres exprimant \ç% pressions dues à des volumes quelconques 
d'eau distillée et mise k + 4? de température, se déduisent donc immé- 
diatement des rapports entre ces volumes et le volume d'un centimètre 
cube; ensuite, au moyen do l'instrument appelle balance dont l'usage 
est de reconnaître si des pressions sont égales , et qui sert , en même 
temps, à déterminer les corps entre lesquels cette égalité existe, on peut 
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rapporter au gramme la pression due à un corps quelconque , ou son 
poids ^ et c'est ce qu'on appelle peseï un cor}>8. 

19. 11 est nianift'ste que \ effort ^ par lequel nous tenons dans l'immo» 
bilité un corps pesant qui tend à descendre, a la même mesure que la 
pression contraire exercée par ce corps, et peut aussi, par conséquent, 
être exprimée en grammes j considérant enfin , que nous faisons pour 
empêcher un ressort plié de se débander,noiiLr arrêter l'émmersion d'un 
corps enfoncé dans un liquide et qui tend à surnager, pour tenir immo» 
bile un morceau de fer , attine par un aimant, etc. , des efforts aliso- 
lument comparables à ceux dont nous avons besoin pour contrebalancer 
les pressions des corps pesants , ( pressions que nous pouvons même subs^ 
tituer à nos efforts , soit dans la production des effets dont je viens de 
parler , soit lorsqu'il s'agît de faire équilibre à des prsssions dues à 
d'autres forces que la pesanteur) il est manifeste que toutes \esjbrces 
de la nature peuvent être comparées entr'elles et mesurées en grammes j 
ou , en général , être rapportées k des unités de poids. 

ao. Je rappelle aux élèves qu'il n'est point question ici des corps ou 
des systèmes de corps animés de mouvements actuels ; l'analyse des ques- 
tions pour lesquelles il faut faire entrer en considération la mesure des 
forces de ces corps ou de ces systèmes, lient à une théorie que j'expo- 
serai à la suite de cette première partie du cours de mécanique. 

ai. Enfin il est bon d'observer que l'évaluation de l'intensité d'une 
force se rapporte toujours k des considérations à^équilibrej et on verra 
par la suite, que cette remarque s'applique, non seulement aux forceà 
de pression de l'espèce de celles dont il sera question dans ce traité » 
mais encore aux forces des corps en mouvement. 

Du point d'application , de la ligne de direction et du sens de l'action d'une 
force ; comment ces diverses choses s'expriment et se déterminent analy* 
iiquement. 

22. La mesure de ce qu'on peut appcller V intensité de \^ force y 
étant , par ce qui précède , ramenée a des notions précises , on a le 
principal élément de la connaissance des effets dont cette force est ca- 
pable ; mais ces effets dépendent encore de son point ^application j, 
de sa ligne à^ direction ^ et du sens dans lequel elle agit sur cette 
ligne. 
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Toute force qui agit sur un corps, peut toujours être censfo exert 
cer son action sur un point déterminé de ce corps, et dans la direc- 
tion d'une droite passant par ce point. Chaque fois que nous faisons 
usage de nos Jbrces organiques, nous avons le sentiment très-distinct 
de la direction et du sens de l'action. La ligne de direction est celle ' 
sur laquelle le point d'application de la force se mouvroit s'il cédoit 
librement k l'impulsion que lui donne cette force; et si on considère, 
sur cette ligne droite, un point désigné par A ^ dont le mobile s'eloi-^ 
gneroit, et un autre point, désigné par B^ dont il se raprocheroit, en 
$e mouvant, on dit que la force qui le meut ou qui tend a le mouvoir 
agit dans le sens A B. 

^3. La pondération , a laquelle j'ai prouvé qu'on pouvoit ramener 
la mesure absolue de V intensité d'une force quelconque, nous fournit 
Figure I. aussi le moyen de lier a des idées simples et claires ce qui concerne le 
point d^ application y la direction et le sens de l'action. Attachons au 
point A du corps M un fil parfaitement flexible et inextensible, faisons 
passer ce fil sur une poulie fi*xe (qu'on peut supposer infiniment petite) 
placée à un point B de l'espace, et tournant autour d'un axe horisontal 
perpendiculaire a la droite A B ; enfin suspendons a l'extrémité C de 
ce fil un corps pesant dont le poids soit égal à P ) ce poids P repré-^ 
scntera \ intensité d'une force, qui pourrait être de nature quelconque, 
dont A serait le point ^application^ AB la ligne de direction^ et 
qui agirait dans le sens AB. 

^4. On peut, sans supposer aucun changement dans l'effet de X^foivCj 
prendre à volonté, un des points de la ligne A B pour son point d'/z^- 
plication } et je ferai voir, dans la suite de ce traité, comment une 
combinaison quelconque de forces appliquées à un corps ou à un sys- 
tème de corps , peut toujours être remplacée par une combinaison de 
poids disposés comme celui dont je viens de parler. 

a5. Uintensité d^une force qu'on introduit dans le calcul y est re- 
présentée par un signe qui désigne une quantité rapportée à un terme 
de comparaison fixe, Il s'agit, pour achever de représenter, sous tous le$ 
points (Je vue, le mode d'actjon de cette force, de rapporter a des 
expression analytiques qui ne laissent aucune équivoque, la position 
de son point d'application ^ celle de sa ligne de duection et le sens 
flans lequel elle agit sur celte ligne. 

]L^a prf micrç 
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La première de ces conditions est remplie quand on a introduit dans 
le calcul les* trois coordonnées du point d^ application. Concevons 
ensuite trois droites qui ayent une intersection commune a ce point ^ 
droites que j'appellerai axes des a?', des y et des z' et que je suppo- 
serai respectivement parallèles aux axes des x des y et des z ; les x' 
positives se comptant du même coté par rapport au plan jj^' z' que les 
X positives par rapport au plan j^ -s et ainsi des autres coordonnées cor- 
respondantes ; si une droite commençant à l'origine des x' ^ y ^ z' se 
dirige, a partir de cette origine, dans le sens suivant lequel agît la force 
qui y est appliquée, la position de cette ligne de direction et le sens de 
l'action de la force seront donnés par trois angles qui se mesureront par 
des arcs de cercle ayant leurs origines sur les x' ^y et z' positives, se 
terminant à la ligne de direction dont je viens de parler, et se comptant 
positivement depuis leurs origines respectives jusqu'à cette ligne. 

Je représenterai , assez ordinairement , par la lettre a celui de ces 
angles qui se rapporte à l'axe des x' et par ^^ y , respectivement, chacun 
de ceux qui sont rapportés aux axes des y et des z' . Aucun de ces 
angles ne pourra excéder deux angles droits , et les arcs qui les mesurent 
étant supposés décrits avec des rayons égaux, se couperont en un même 
point de la ligne de direction de la force; si ce point est désigné par 
B et que A désigne l'origine des .r', y ^ z' l'action de la force aura ' 
lieu dans le sens AB, 

D'après ces conventions, le point d^ application étant donné, il suffira, 
pour connoitre la position de la ligne de direction et le sens de l'action, 
de connoitre les signes respectifs des cosinus des angles a, ^ et y. En 
effet le point d* application tendra nécessairement à se mouvoir dans 
celle des huit régions déterminées par les intersections des trois plans 
coordonnés sur lesquels je comptent les x' ^ y et z' ^ qui se rapportera 
aux coordonnées de signes respectivement identiques avec ceux des 
cosinus des angles correspondants a ces coordonnées. Ainsi lorsque les 
trois cosinus seront positifs, la tendance au mouvement, du point d'ap- 
plication de la force, aura lieu dans la région des x'^y et z' positives; 
si COS. a est seul négatif, ou que a soit le seul angle obtus, cette ten- 
dance aura lieu .dans la région des x' négatives et des j'' et z' positives, 
etc. , c'est ce dont on se rendra très-aisément raison, pour peu qu'on 
soit accoutumé à considérer des lignes dans l'espage. 
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s,6. Lorsque la ligne de direction se confondra avec un des axes des 
coordonnées x^, y ^ z', deux des cossinus seront égaux à zéro , le 3^*. 
aura pour valeurs + i ou — <• i et le sens de l'action sera déterminé 
par Tune ou l'autre de ces valeurs qui indiqueront , respectivement, 
si le point d'application tend à s'éloigner de l'origine du coté des co* 
ordonnées positives ou négatives. 

27. On sait, par la géométrie analytique y que les équations de la 
ligne de direction, sont, a yb ^\c désignant, respectivement, les coor* 
données de l'origine des x' ^y et z' parallèles aux xj' et z. 

{^y — ^ ) cos. a = ( X — ^ ) COS. <6 
( 2 — c ) COS. a == ( ic — tf ) COS. y 
( ^ — c ) cos. ^= (^ — ^ ) ^'OS. y 

Deux de ces équations suffisent, comme on sait, pour déterminer la 
ligne dont il sagit, et on arrive au même but par les trois coordonnées 
du point d'application et deux angles seulement, l'un desquels pourroit 
être l'angle formé par la ligne de direction de la force et par le plan xy^ 
l'autre étant formé par la projection orthogonale de cette ligne de dî-» 
rection sur le même plan x y et par l'axe des x. 

a8Si on désigne respectivement ces angles par les lettres ^ et )? on 
aura entre a, 5", y, ^, et 3?, les relations suivantes qui sont aussi démon- 
trées dans les éléments de géométrie analytique. 

cos. a = cos. 71 cos. ^ 

COS. ^=;sih. 71 cos. ^ 

COS. y = sin. ^ 

*29. La somme des quarrés des seconds membres de ces équations est 
t'gale au quarré du rayon, pris pour unité, ce qui donne le théorème. 

ços^. a 4- cos*. i?+ cos*. y = i. 

Des difforetitcs cspccct de systèmes auxquels les forces peuvent être appli- 
quées ; équations de conditions relatives à ces systéaies. 

3o. Les effets des forces ne dépendent pas seulement de \c\xys intensités 
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et de leurs directions y mais dépendent aussi de la composition des corp9 
et des systèmes de corps auxquels ces forces sont appliquées, et il est 
bien important, dans les problêmes d'équilibre et de mouvement, d'avoir 
égard à cette dernière circonstance. 

On considère, dans un système soumis à l'action de forces quelconques , 
^^ forme et la propriété qu*à cette forme d'être ou invariable ou va^ 
riable suivant certaines lois. 

Cette forme et les conditions d'après lesquelles elle peut varier s'ex- 
priment par des équations , qui , ainsi que nous le verrons, jouent un rôle 
important dans l'analyse des problêmes de mécanique. 

3i. On peut, par une abstraction de l'esprit, réduire un système à un 
point unique, qiii est un point commun à toutes les lignes de direction 
des forces qui lui sont appliquées. 

3:2. Après ce cas le plus simple vient celui d'un assemblage de plusieurs 
points sollicités chacun par une ou plusieurs forces et liés entr'eux de 
manière que leurs positions respectives sont invariables; un pareil sys- 
tème peut , ou être entièrement libre, ou avoir un seul point fixe , ou 
en avoir un nombre indéfini placés sur une même ligne droite , ou , 
enfin, en avoir plus de deux qui soient fixes sans se trouver sur une 
même droite. Dans ce dernier cas , le système ne peut pas être un 
moyen de transmission de l'action des forces ; il peut l'être dans les 
trois premiers cas qui lui permettent différents mouvements, dont cha- 
cun comporte un mode particulier de transmission de l'action des forces^ 

33. Un système peut être aussi conçu comme composé de points liés 
les uns aux autres, de manière que leurs positions respectives puissent 
changer, les combinaisons possibles de ces changements étant assujetties 
& certaines conditions. Imaginons, par exemple, une suite de verges, ou 
lignes matérielles rigides, attachées a la suite Tune de l'autre , en forme 
de chai ne, par des articulations qui permettent des flexions en tous sens ; 
le système sera un poligone matériel , dont les côtés pourront ou être ou 
n'être pas dans le même plan, et on aura pour conditions de la compo- 
sition de ce système V invariabilité de longueur de chaque côté du po- 
ligone, et la variabilité arbitraire de chacun de ses angles. Si les arti- 
culations, au lieu de permettre des flexions dans tous les sens, les per- 
mettaient seulement autour d'axes placés d'une certaine manière par rap- 
port aux cotés contigus, cette circonstance introduirait des conditions • 
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particulières. Il faut, dans les problèmes relatifs à l'action des forces sur 
les systèmes, avoir égard à ces diverses conditions ^ et les introduire dans 
l'anal yse. 

Les systèmes, de l'espèce de ceux dont je viens de parler ^ peuvent^ 
suivant leurs formes et leurs compositions, avoir plus de deux points 
fixes non compris dans une même droite , sans cesser d'être un moyen 
de transmission de l'actions des forces. 

Enfin, un système d'une espèce quelconque, peut avoir un ou plu- 
sieurs points assujettis à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces , ce 
qui donne encore lieu à des conditions particulières. 

Objet particulier de la statique ^ division des matières comprises dans ce traita» 

84. Nous pouvons maintenait, au moyen des considérations générales 
qui précèdent, nous faire une idée nette et précise de l'objet particulier 
de la statique. 

J'ai donné, art. 3, l'énumération de ce qu'on peut appeller les ma* 
tériaux primitifs de la mécanique ; mais ces matériaux ne sont pas 
dès l'abord, employés tous ensemble; on les introduit graduellemeilt ^ 
dans l'étude de la science, à mesure que les sujets de méditation se 
compliquent; cejsont leurs diverses combinaisons, ou aggrégations , qui 
distinguent et constituent les diverses parties de cette science ; voici f 
en considérant les choses sous ce point de vue, à quoi se réduit la défi* 
nition de la statique. 

« Les effets et le mode d'action dela/brce^ étant supposée restreints 
« aux cas qui ont été indiqués et expliqués art. 14 et suiv. , la partie de la mé« 
4< canique, qu'on nomme statique^ donne des méthodes pour résoudre 
« tous les problèmes relatifs aux actions , ainsi définies , desjbrces sur 
« les corps , dans les cas où ces actions se contrebalancent et se dé- 
« truisent réciproquement, de manière qu'il en résulte Véquilibie et 
« l'immobilité du système auquel les forces sont appliquées. » 

35. Cette manière d'envisager l'action des forces exclut d'abord toutes 
les quantités qui dépendent du temps j ensuite les corps ne devant 
avoir aucun mouvement actuel , et n*étant que de simples moyens de 
transmission des actions des forces, la masse , la mobilité et Vinerli^, 
font en général étrangères aux déterminations içlaiives à ces actioM* 
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36. Je parlerai cependant de quelques cas où la considération de la 
masse peut être admise avec le mode d'action défini aux articles ci- 
dessus cites , quoiqu'elle ne soit pas indispensable ; il en est d'autres , 
dont je parlerai aussi , dans lesquels le temps a une influence sur Vin* 
iensiié des forces, et exige, par conséquent, qu'on ait égard à la durée 
de leur action; mais ces diflérents cas sont simplement des sujets d'ob* 
servations particulières, et on peut les laisser de coté dans l'expositiort 
des fondements de la statique , et dos méthodes auxquelles ils servent 
de base. 

87. Ainsi la statique élémentaire ne suppose, à la rigueur, d'autres 
notions primitives que celles relatives aux Jbrces ou puissances et aux 
systèmes ^ assujettis à certaines conditions^ par l'intermède desquels 
ces forces se transmettent leurs actions. C'est d'après les diverses condi*^ 
tions de ces systèmes, que seront établies les divisions des matières que 
je me propose de traiter successivement. 

Là fin de cette première section sera consacrée à l'exposition com* 
plette de la théorie des forces appliquées à un même point; c'est le cas 
le plus simple du système de forme invariable. 

La seconde section comprendra la théorie des forces appliquées à un 
^sterne étendu eijiguré^ mais de forme invariable. 

Je traiterai , dans la troisième section , de l'équilibre des systèmes 
étendus tX.JiguréSy et de formes variables } la théorie de cet équilibre 
donne lieu à des recherches variées et difficiles, qu'on ne peut pas, k 
beaucoup près , épuiser dans un traité élémentaire. 

Une quatrième et dernière section offrira l'application des principes 
établis dans les trois précédentes à l'équilibre des machines en faisant 
entrer en considération diverses circonstances physiques auxquelles il 
est indispensable d'avoir égard dans la pratique , telles que \e frotte^ 
7nentj la roideur des chaines et des cordes , etc. 

Ce qu'on entend par composition et décomposition des forces ^ résultantes et 

comi^osantes. 

38. Lorsque plusieurs forces dont nous désignerons , d'après ce qui a été 
convenu précédemment art# 14 et suiv. , les intensités respectives par Ri| 
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V" etc. sont appliquées simultanément à un même points il résulte de leuni 
actions combinées , une tendance de ce point a se mouvoir suivant une 
certaine direction, et cette direction est nécessairement unique, car un 
point ne peut pas suivre plusieurs lignes k la fois. Or la ligne, suivant 
laquelle le point tend a se mouvoir et le sens do la tendance au mou- 
vement étant supposés connus, on peut appliquer à ce point une Jbrce 
unique, que nous désignerons par R^ agissant dans la même ligne de 
direction et dans le même sens et on peut, de plus, supposer à cette 
force une intensité telle qu'elle agisse sur le point d'application avec 
une énergie équivalente à celle qui résulte de l'action combinée des 
forces P% P" , etc. 

Il suit de là que TefTet produit, sur le point d'application , par les 
actions combinées de F' , P" , etc. ne changera point si , à ces forces, 
on substitue la force unique Rj et que, réciproquement, la force /l 
étant supposée d'abord appliquée au point dont il s'agit , on peut la 
remplacer par les forces P' , P" , etc. sans rien changer à l'état de ce 
point. 

89. La force R est ce qu'on appelle la résultante des forces P', 
P" ^ etc. et celles-ci sont les composantes de la première. Lorsqu'on 
déduit , par les règles que je donnerai bientôt, la résultante des com^ 
posantes y cette opération se nomme composition des forces P', P" ^ etc. 
L'opération inverse, celle qui consiste à trouver plusieurs forces dont les 
actions combinées produisent le même effet que la force unique R j se 
nomme décomposition de la force R. 

40. On |)eut , sans connaître les règles de la composition et de la dé- 
composition des forces , afRrmer d'avance que si , en conservant l'in- 
tensité et la ligne de direction de la résultante R, on la fait agir , 
sur cette ligne , en sens contraire de celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer les forces P' , P" , etc. elle annullera alors , ou pourra 
annuller l'effet de ces forces , c'est-à-dire leur faire équilibre. La vé- 
rité de cette proposition est manifeste , car , d'après les définitions de 
ï'art. 89 , elle se réduit à dire qu'une force R fait équilibre à une autre 
force R , lorsque ces deux forces , de même intensité, agissent, en sens 
opposés, leurs directions respectives étant sur une même droite. 

Cette remarque suffît pour faire voir comment la théorie de la com- 
position des forces est liée à celle de leur équilibre. 
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Je vais exposer cette théorie en commençant par le cas le plus simple » 
celui de deux forces appliquées à un même point. 

Composition de deux forces appliquées à un même point. 

41. Une question quelconque de statique exige la considération de 
deux forces au moins, et j'observerai, en passant, que cette circons- 
tance établit une première distinction entre la partie de la mécanique , 
qni traite de l'équilibre, et celle qui traite du mouvement. En effet, 
dès qu'un corps est animé d'un mouvement actuel , soit que ce phé- 
nomène résulte de l'action d'une, ou de plusieurs forces, on a, par le 
fait même de ce mouvement, des relations entre les espaces parcourus 
et les temps, qui pouvant être modiHées d'un nombre infini de manière, 
fournissent déjà des formules générales et un algorithme qui sont du plus 
grand usage dans tous les problêmes de mouvement. 

42. Les élèves se rappelleront que, d'après les notions données , depuis ' 
Tartr. i3 jusqu'à l'art. 21 , sur la comparaison des forces , dire qu'une force 
P est égale à n fois une force Ç, c'est dire que cette force P est capa- 
ble de contre -balancer ou de rendre sans effet les actions simultanées 
de n forces, dont chacune serait égale à Ç et agirait dans la même ligne 
de direction que P^ n ne se trouvant point, d'ailleurs, assujettie a être un 
nombre entier; ils se rappelleront, encore, que les théories à établir sur 
ces notions sont entièrement indépendantes du choix du module absolu 
des forces, et des moyens physiques employés pour leurs comparaisons. 

Ces préliminaires posés , je commence par le cas le plus simple de la 
composition de deux forces, celui oii on suppose que leurs directions sont 
sur une même droite; il est évident, que, dans ce cas, la composante 
dfs deux forces est égale à leur somme ou à leur différence , respec- 
tivement, suivant qu'elles agissent dans le même sens ou dans des sens 
opposés. 

48. Passant au cas de deux forces dont les lignes de direction se 
coupent et qui sont censées, toutes deux, appliciuées au point d'inter- 
section de ces lignes , on peut , d'abord , affirmer ; i*>. que la ligne de 
direction de la résultante passe par le point commun d'application de^ 
deux composantes , ce qui est évident ; 2°. que celte même ligne cfit 
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dans le plan qui renferme les lignes de direction de ces mêmes com- 
posantes. On emploie, pour prouver cette seconde proposition, un genre 
de raisonnement particulier, qui est démonstratif lorsqu'on est sur de 
faire entrer, complètement, en considération tous les éléments d'une 
question. 

Cette certitude est parfaitement acquise dans le cas dont il sagit ici, 
car il est manifeste qu'il n'existe d'autres données pour déterminer la 
résultante, que l'intensité de chacune des forces composantes, et l'angle 
qu'elles font entr'elles (*). Or si la ligne de direction de la résultante pou* 
vait avoir une position quelconque par rapport aux lignes de direction 
des composantes , sans avoir sa trace dans leur plan , on le démontrer 
rait par un raisonnement exclusivement fondé sur les données dont je 
viens de parler , dans lequel ces données seraient employées d'une cer- 
taine manière ; mais on peut toujours , par le point d'application des 
forces , faire passer deux lignes qui , de part et d'autre du plan des com- 
posantes, aient des positions symétriques par rapport à ce plan et aux 
directions des composantes ; le même raisonnement , le même emploi 
des données s'appliquerait indistinctement à l'une et l'autre des deux 
positions symétriques , d'où on est en droit de conclure , la position 
de la ligne de direction de la résultante, devant être unique, qu'elle 
n'a point sa trace hors du plan des composantes et qu'elle est, par con- 
séquent, dirigée dans ce plan. 

44. Le problême de la détermination de la résultante, se réduit donc 
à trouver la trace de sa direction , sur le plan des composantes, et son 
intensité. La première partie du problême est résolue pour un cas par- , 
ticulier, celui de deux forces égales. Dans ce cas, la ligne de direction 
de la résultante partage, en deux parties égales, l'angle formé par les 
directions des deux composantes, et on le prouve par un raisonnement 
semblable k celui que j'ai employé dans l'article précédent. En effet, 
P et JI étant les deux composantes égales, et 2 a l'angle compris entre 

(*) Dorénavant, pour abréger renonciation , je dirai, V angle formé par 
deux forces f l'angle formé par une force et par une ligne y au lieu de dire , 
Tangle forme par les directions de deux forces , par la direction d'une force et 
par une ligne , etc. Ainsi ces expressions , yî^rre'^ qui font entr'elles un angle A ^ 
forces parallèles y etc. équivaudront à celles-ci; forces dont les directions font 
eutr'ellcs un angle A, forces dont les directions sont parallèles ^ ctp. 

leurs 
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Iriirs directions , si la résultante pouvait faire , avec la composante 
P ^ un angle S ^ plus petit que a^ le môme raisonnement qui prouve- 
rait l'existence de cet angle , prouverait aussi que la même résultante' 
fait le même angle tJ avec l'autre force H ^ la totalité des données de 
la question s'appliquant , exactement de la même manière, à l'une et 
l'autre proposition; donc la résultante, qui doit être unique, ne peut 
être dirigée ni d'un coté ni de l'autre de la ligne qui divise l'angle 2. a, 
en deux parties égales , donc sa trace se confond avec celle de cette 
ligne. Quant au sens de l'action, il n'est jamais équivoque. 

II ne s'agit donc plus, dans le cas particulier dont je viens de parler, 
que de trouver l'intensité de la résultante que je désignerai par R. Cette 
résultante dépend uniquement des deux forces égales P et II ^ et de 
l'angle H a compris entre leurs directions , ainsi on doit avoir Rzzz.fonc- 
lion QP , a ) et, en divisant les deux membres de cette équation par 

Pj on a — — = ^lA — ^ — tL^ en prenant^^pour signe de fonction, 

et j'observe d'abord que le second membre de cette équation ne doit 
plus renfermer P, ou que cette quantité P doit s'en éliminer d'elle 

môme. En effet, ' p — ^ne contenant pas /{, si P se trouvait en- 

core dans cette expression, on changerait la valeur numérique de f *. . 

P 

en changeant seulement l'unité des forces, ou le terme commun de 
comparaison auquel on rapporte P et R , quoique les valeui-s absolues 
de P , R et a restassent les mêmes; mai^ le changement d'unité' de 

P 

forces n'a aucune influence sur le nombre qui exprime le rapport -7^, 

« 

auquel l'expression '^-^ — ^ — ^ doit être égale ; il est donc Impossible 

que cette expression puisse, par un changement d'unité de force, 
avoir différentes valeurs numériques tandis que Py.R et a demeu- 
rent constants en quantités absolues, sans supposer^ que son égale 

P 

• y^ - est en même temps constante et variable ; car cette condition ab- 
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surde devroit avoir lieu si P entrait dans la valeur de — =r- ; donc r V . ' ^ 
ne contient pas P et est une fonction de a seul , c'est*à-dire qu'qn af 
— =f(a).oxx 

f (n) étant une fonction de dimension nulle ou un nombre abstrait 
égal au rappot entré R et P. 

Soient A P ttji IL j respectivement, les directions et les sens des ac- 
tions des forces égales P etU tt PAU Tangle compris entre ces di- 
rections^ que j*ai désigné par n a j A R que je suppose diviser l'angle 
P A II en deux parties égales et former , par conséquent , un angle 
= a avec chacune des lignes A P et A Usera la direction et le sens de 
Faction de la résultante. 
Fig, a. Traçons , de part et d'autre de A P j les droites A/?j Ap' ^ faisant 
chacune un angle œ avec A P ^ traçons , de même , de part et d'autre 
àe^ AU J les droites A^r^A^ faisant aussi chacune , avec A IT , le 
même angle o ; enfin imaginons quatre forces égales entr'elles , dirigées 
suivant les lignes Ap, A p\A ^^ A ^, et d'intensités telles|que| /^ 
soit la résultante des forces égales dirigées suivant Ap et Ap\ ce 
qui suppose que IT est aussi la résultante des forces égales dirigées 
suivant A fret A n:" . On aura, d'après le théorème énoncé par lVqua*> 
tion (i), et en désignant , par Q y l'une quelconque des quatre forces 
égales dont je viens de parler, P-^QfÇ^^^ Valeur qui substituée dans 
Véquation (i) donne 

/î = Qfi<^)f{'^) ........ (li) 

• Xidi réauttatitè d^ forces Q dirigées suivant les HgnM A p' et A sr^ ^ 

qui font le même angle avec A R^ doit se trouver sur la ligne A R ; 

4ooQ en désigQant cette résultante par R' on a 7Î' ?= Qf{^angle R Ap' ) , 

ou 

R'^qfia^œ) (3) 

tAi Ircmv^râ de même pour la résultame des forces Q agissant dans les 
Àt^étfMs Ap €t An:^ et en faisant cette résultante vs^ K' 

;?"=()/(«+«,) (4). 

^.'action de la force R équivau|; à celles des forcps P et II ^ les actions 
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de ces deux dernières équivalent à celles des quatres forces (), lesquelles 
peuvent être remplacées par R'et R" , on a donc, trois forces Bjlf^ /l" 
telles qu'on peut substituer la première aux deux dernières et récipro- 
quement, et comme ces forces agissent dans le même sens , R doit être 
égal à /î' + R^'j ce qui donne 

/(«)/(«)=/(«-«)+/(«+«) (5) 

équation de laquelle il faut déduirey*(a ). J'observe, d^abord que les 
quantités a et a? sont absolument indépendantes l'une de l'autre c'est- 
à-dire ne doivent être liées entr'elles par aucune relation, l'angle gj 
ne dépendant que de la valeur de Ç qui est entièrement arbitraire. 
On voit aisément, d'après cette observation, que la détermination de 
y (a) deviendrait facile si on avait une équation entre a et dans 
laquelle ces quantités fussent séparées , et c'est à quoi je parviens en 
retranchant la différentielle seconde de l'équation (5), prise par rap- 
port à a , de sa différentielle seconde prise par rapport k a ce qui donne 
/"(«)/(«)-/(«)/'' («) = o, pu. 

r(a) _ f'{<o) ... 

/(«) ~ /(«) ^ ^ 

d'après l'indépendance, que )*ai fait observer plus haut, entre a et oj, 
l'un quelconque des deux membres de cette équation peut denleurer 
constant, quelque valeur qu'on donne à la variable contenue dans l'autre 
membre, d'où il suit que l'un et l'autre membre sont nécessairement des 

quantités cons*". ; ainsi on a , y étant une cons^^. ,*^tv — \~ =' /*/ J — 7> 

Cette équation, linéaire du a»™*, ordre, donne pour la valeur dey*(a) 
{calcul intégral de Lacroix art. 280 (*) ) 

f{a)=.Je''^'^ + Be-"'^ (8) 



( * ) Les citations de cet ouvrage , répandues dans lo cours do mon traite iû 
mécanique , se rapportent toutes à l'édition in^O''. de 1806. 



20 St A TI Q E EL E M EK T AIR E. 

A et B ^lant deux constantes , et e la base du système des logarithme» 
népériens. 

La fonction désignée par y étant ainsi déterminée, on a, en appli- 
quant cette détermination à l'équation (5) et rassemblant les termes 
multipliés par / — Aji — B 

= d 
^{i^B){e ^—e 

d'après l'indétermination absolue des rapports entre les quantités it 
et G? cette équation doit être satisfaite indépendamment de toute 
valeur particulière de ces quantités, ce" qui ne peut avoir lieu qu'en 
faisant 7 — ^=0 et 7 — ^8=^0; et en effet si on supposait k A et B 
des valeurs différentes de l'unité, toute valeur déterminée de a se 
trouverait liée, par l'équation précédente, à une valeur déterminée der 
fi>, et réciproquement, ce qui est contrairç à l'état de la question*^ 
Les valeurs -^ = 7 et J5 =; 7 changent l'équation 8 en 

or on a , par les formules de trigonométrie , 2 cos. ( z p^^ ï)^e +e 



ou en supposant zz=,cl q^ , ^ cos. ( a k — 9 ; = e + ^ 5 

donc 

jr(a) = 2Cos. (aj/^^) .... (9) 

et cette valeur substituée dans l'équation (i), R=^P f {a) donne' 

/?±=aPcos. {aV^ZTq) (10) 

pour déterminer la constante q jesuppose «=7^^ en désignant par ^la de- 
mi circonférence dont lerayon^iï:7^- dans cecasï'angleiJ^P=2a = ;r, 
et les deux composantes égales Petll étant, directement opposées se 
font équilibre , au moyen de quoi leur résultante est nulle. On a donc 

/J=no^ d'où cos. {—l/^^f)=Oj ce qui suppose — ]K^=(^^+0'"~ 
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^n étant un nombre entier quelconque) y=:— (2/1+/)* et 
Ilz=2P COS. [ {2/1 + 7) a ] 

Hj considéré sous le point de vue purement analytique, peut, ainsi^ 
avoir une infinité de valeurs, mais, parmi toutes ces Valeurs, il n'y en 
a qu*une d'applicable à la question particulière qui nous occupe, celle 
qu'on obtient en faisant /i = o ; toute autre hypothèse sur n donnerait 
des résultats inadmissibles, car en supposant que l'angle 2 a formé par 

les directions des forces fût égal à — ; '■ —• , on aurait 

(2«4-7) ^ 

7î = 2Pcos. — =0^ pour7z=+i^ /zs=:4:i^ '« = !t3^ etc. 

et on serait conduit k dire que deux forces égales et dont les directions 
ne se trouveraient pas sur une même droite , pourraient avoir une 
résultante nulle ou se faire équilibre , ce qui est une proposition 
absurde, le seul moyen de rendre nulle l'action combinée de ces forces 
étant de les faire agir en sens contraire, et a = -^:^j étant la seule 
valeur qui remplisse cette condition. 
Faisant donc /i = o, on a ultérieurement 

i?=2Pcos. a 

45. Si on représente les forces P et 77" par les lignes A P tt A U pîg. 3 
prise sur leurs directions, c'est-à-dire si on fait ces lignes égales respec- 
tivement, à autant d'unités linéaires que P et iJ contiennent d'unités 

de forces , la résultante R devra être représentée , sur la ligne A B j 
par une longueur qui ait avec les longueurs A P çt A IT les mêmes 
rapports qu'a la force R avec les forces P et II j cette longueur sera 
donc égale à slAP x cos. PAR c'est-à-dire à la diagonale A R du 
parallélogramme ou losange A P RIT construit sur AP et A II. 

46. Cette manière de représenter des forces par des lignes prises sur 
leurs directions, et proportionelles aux intensités de ces forces ^ est 
d'un usage général , en mécanique, et Je l'employerai dans tout le cours 
de ce traité. 

47. Je passe au cas où les deux forces qu'on veut composer en une 
sciule, sont inégales et foraient entr'elles un angle droit. Soient P cl 
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Q ce§ deux forces agissant dans les sens ^4 P et yi Q et représentées 
respectivement par les lignes AP et AQ j j'achève le parallélogramme 

_,. - rectangle P A Q Ret]e trace les deux diagonales ARetP Q j je mène 
D A B ^ parallèle kP Q ^ rencontrée aux points D et B par les parai-» 
lèles P D et Q B h A R' Cette construction me donne deux losanges 
semblables et égaux DACP et CABQ dont la petite et la grande 
diagonale sont , respectivement , la force -^ P et la force A Q. Or 
d'après ce qui est démontré (art. 44) on peut, à la force AP ^ subs- 
tituer les forces >^ Jy et ^ C^ et , à la force A Q ^ substituer les forces 
AB et ACj les forces AB^ADetiAC peuvent donc remplacer 
les forces AP et AÇj mais les deux premières AB et A D étant 
égales et agissant en sens contraires sur une même ligne, se détruisent 
réciproquement, et il reste la force 2 A C^ ou la force AR^ qui , seule, 
peut , remplacer les forces A P et AÇj donc la résultante de ces forces 
est représentée par la diagonale du parallélojgramme dont les côtés re- 
présentent leurs intensités. 

48. J'arrive enfin, au cas le plus général delà composition de deux 
forces appliquées à un même point, savoir, le cas où ces forces sont 
inégales et forment entr'elles un angle quelconque. 

ï^g S Soient AP et A Ç des lignes qui représentent ces forces, lesquelles 
agissent dans les sens AP et AQj je construis le parallélogramme 
A P RÇ J et, après avoir tracé la diagonale A R j ]e lui mène les^per- 
pendiculaires P C et Ç E j et j'achève les parallélogrammes rectangles 
ADPCetABQE. Il suit de l'art. 47 que la force AP peut être 
remplacée par des forces A D et ACj et que la force AÇ peut être 
remplacée par A B et A E j donc les deux forces AP et A Ç peuvent 
être remplacées par les quatre forces A D ^ A B ^ ACj et A E j mais 
les deux forces AD et >^-ff se détruisent parcequ'elles sont égales et 
qu'elles agissent en sens contraires, et il ne reste que les forces A 
et A E y agissant dans le sens AR^ qui peuvent, seules remplacer 
Jes forces AP et A Q. 

On a A C+ A Ez=zAR donc les deux forces A C et A E j agissant 
dans le même sens A R y se composent en une seule égale à la dia- 
gonale A R y qui représente, ainsi, la résultante des forces P et Q ^ 
lorsque les intensités de ces forces sont représentées par les côtés AP 
^t A Q du parallélogramme P A Ç R. 
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. 49. Les propositions que je viens de démontrer conduisent au théo- 
rème suivant qui est le fondement de toutes les théories mécaniques. 

« Si deux forces quelconques, P et Ç j dont les directions forment 
« entr'elles un angle quelconque^ sont appliquées à un même point, 
« et qu'on représente leurs intensités respectives par des lignes prises 
« sur leurs directions, la diagonale du parallélogramme , construit sur 
« ces lignes, représentera la résultante des forces P et Ç» 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème du parai lélo^ 
gramme des forces. 

60. On voit que les relations entre les deux com^xîsantes AP ^ AQ 
et leur résultante AR sont les mêmes que celles qui existent entre 
les trois côtés du triangles AP R qui est semblable et égal au triangle 
A QR. D'après cela]désignant par f>' et ^^' j respectivement, l'angle 
que chacune des composantes P et Ç fait avec la résultante Rj par 
T l'angle que ces deux composantes font cntr'elles , et observant que 
Tangle AQR, ou son égal AP R^ à le même sinus que son sup- 
plément PAQj on a, par le théorème connu de trigonométrie, 

P : Q : R II sîn. p^ : sîn. p^ : sin. r 

5i' Un autre théorème de trigonométrie donne le moyen de déduire, 
immédiatement , la valeur de la résultante de celles des composantes , 
en ne connaissant, des trois angles p\p" et r^ que l'angle r formé 
par les deux composantes; on a pair calculer cette valeur, en obs 
servant que le cosinus d'un angle ne diffère de celui de son supplément 
que par le signe, l'équation , 

/î> = P* + ()> + 2 P Ç COS. r 

Décomposition d'une force en deux autres ; indétermination du problème ; caa 
où les directions des composantes sont à angle droit l'une sur l'autre. Dé!- 
composition d'une force en trois autres dont l'une quelconque est perpendf* 
culaire au plan qui renferme les directions des deux autres. Indépeidance 
des composantes rectangulaires. 

5a. Le problème de la composition, en une seule, de deux forces 
appliquées à un même point, et dont les directions et les intensités sont 
données, est toujours déterminé, mais il n'en est pas de même du problême 
où l'on propose de substituer deux forces à une seule ; en général , puisqu'il 
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existe, art. 5o et 5i , entre les six qahtités P , Qj Kj fi^j ç" et r les 
niêines relations qu'entre les côtés et les angles d'un triangle rectiligne, 
il faut, nécessairement, pour que ces six quantités soient déterminées, 
que trois d'entr'elles soient données. 

Quelque soit la combinaison des données et des inconnues, parmi 
les six quantités P ^ Ç^ Rj q' ^ p" et r^ si 1<^ données sont en nombre 
suffisant, on a, pour calculer les trois inconnues, deux équations four- 
nies par les proportions de Tart. ôo, et l'équation de l'art. 5i. Los 
proportions de l'art. 5o donnent trois équations, mais l'une quclcon-» 
que de ces trois est une conséquence des deux autres. Au reste on peut 
employer pour déduire, dans chaque cas, par le moyen le plus simple, 
les inconnues des données, toutes les ressources que fournit la trigo- 
nométrie rectiligne. 

53. D'après ce qui précède, si on se propose, pour condition unique, 
de décomposer une force R en deux autres, deux des cinq quantités 
Pj Ç j f^j ç>" ^ r y sont arbitraires , et on a trois équatioqs pour çié-» 
terminer les autres quantités. 

Mais si on ajoute à la condition dont je viens de parler, celle d'avoir 
deux composantes dont les directions soient à angle droit l'une sur l'autre, 
alors sin. r= i ,sin. ^'' = cos. ç' et les proportions de l'art. 5o deviennent 

P \ Q\R \\ COS. ç> : sin. ^' : i 

d'où ...... . P=/îcos. / } Ç=r=/?sin.f>' } 

tout est détermine dès qu'on se donne deux des quantités R^ Pj Q 
et p'. 

54. Les deux équations précédentes fournissent le théorème suivant; 
a Une force R et l'angle qu'elle fait avec un axe donné de position 

« étant connus, ses deux composantes, parallèle et perpendiculaire à 
^ cet axe, sont respectivement égales aux produits de cette forice par 
#c le cosinus et le sinus de l'angle donné. » 

Il est important que les élèves se fixent bien, dans la mémoire, ce 
théorêfne dont les applications reviennent à chaque instant dans l'ana- 
lyse des problêmes de mécanique. 

55. La décomposition d'une force en composantes rectangulaires doit, 
à plus forte raison, fixer l'attention lorsqu'on la généralise en l'étendant 
au cas de trois dimensions, car elle conduit alors à un théorème 

^ndamental auquel se trouve lice toute la mécanique analytique. 

Soiç 



Section PREMIÈRE. tS 

Soit une force P dont le point d'application et la direction sont 
rapportés à trois plans coordonnés, et proposons -nous de trouver trois 
forces respectivement parallèles aux axes des x ^ des j^ et des z^ qui, 
appliquées nu même point que la force P j puissent être substituées à 
cette force. Je nomme (p çt ri j respectivement , Tangle formé par la 
direction de cette force et par le plan des xjy^ et Tangle formé par la 
projection de cette direction sur le plan xjr et par Paxe des x. 

Les deux composantes de P^ respectivement parallèles et perpen-» 
diculaires à l'axe des z sont, art. 64, P sin. <p et P cos. <> ; cette 
dernière composante , parallèlef au plan xj", donne, elle même, deux 
autres composantes parallèles à l'axe des x et k Taxe des j- y dont lei 
Valeurs respectives sont, art. cité, P cos. ^ cos. 7i et P cos. ^ sin. ?î^ 
et qui avec la forœ P sin. ^ satisfont aux conditions demandées. 

56. Il est convenable de Substituer aux angles ^ et 37 les ânglel 

a ^ y et y formés , respectivement , par la direction de îa force P et 

par les axes des x ^ Aei jr et des ^. On à, pour cette substitution^ 

les formules citées art. 28 j au moyeti . desquelles on trouvera que 

les composantes de P ^ respectivement parallèles aux Xj aux y et 

AUX Zj sont 

P cos. a j p cos. I^j P cos* y. 

by. Le théorème préa'dent est celui que j'ai annoncé i Pitt. 55 , en faî^ 
sant pressentir son exti^me importance dans la Mécanique analytique } 
il est bon , pour commencer à fixer l'attention des élèves sur les avan-» 
iages de la décomposition d'une force en trois composantes rectangu^ 
laires , de leur faire obseiVer qu'une force ne pouvant exercer d^actioii 
dans le sens d'aucune ligne tracée sur un plan perpendiculaire à Set 
direction, il résulté, de là, une propriété de cette espèce de décompo*. 
sition , qui consiste en ce que l'effet de Tune quelconque des trois compo- 
tentes rectangulaires Ptos. a , P cos. ^, Pcos. y, considéré parallèlement 
au plan qui renferme les deux autres, est absolument nul ; c^est ce qu'on 
pourrait appeler Vindépcndance entre ces trois composantes. 

\] indépendance dont je viens de parler est, comme je l'ai dît, ta 
conséquence de Ce qu'une force nW capable de dotoer , à wn poîtit 
matériel , aucune tendance au mouvement dans un plan perpendiculaire 
4 sa direction ; cette proposition manifeste est liée k toutes les vérités 
précédemment démontrées, mais on peut s'en rendre raison, immédia- 
tement, de la manière suivante ; supjiosons que le point matériel soit 
renfermé et assujetti & se mouvoir entre deux plans parallèles et infi- 

è 4 
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nlment près Tun de l'autre , si la force perpendiculaire aux deux plans/ 
qui sollicite ce point matériel , pouvait lui donnei; du mouvemenf entre 
les enveloppes planes qui le contiennent, elle lui* donnerait ce mouve- 
nient dans une direction déterminée ; mais vu l'égalité entre les angles 
que fait la ligne de direction de la force sollicitante avec toutes les 
droites qu'on peut tracer sur les enveloppes planes en les faisant passer 
pour le point d'application de la force , le même raisonnement par 
Jequcl on prétendrait prouver que le point matériel doit suivre une de 
ces droites s'appliquerait également à toutes les autres ; donc le point 
niatéricl n'en suivra aucune. 

Tout se passera différemment si la force sollicitante n'est pas per- 
pendiculaire aux enveloppes planes; on pourra, alors, la décomposer 
en deux forces rectangulaires, appliquées au point piatériel, l'une per- 
pendiculaire et l'autre parallèle aux enveloppes planes; la première ne 
pourra, par ce qui vient d'être démontré, donner aucun mouvement 
actuel au point matériel, l'autre, au contraire jouira, pour le mouvoir, 
de son énergie entière. 

J'ajouterai , pour terminer ce que j'ai à dire sur cette matière, que les 
angles <z^ ^ et y y formés par la direction d'une droite, et par les axes 
coordonnés, n'étant,, en général, liés entr'eux que par une seule équation , 
il y a toujours deux de ces angles dont les variations sont indépen- 
dantes , s'il n'existe pas de conditions particulières; pour se rendre rair 
sonjde cette indépendance par des considérations géométriques, on peut 
prendre un point de la droite dont il s'agit, pour origine des x' ^ y ^ 
z' y et pour sommet d'un cône dont l'apotKême ferait un angle a avec 
r^e des x' y lequel serait, en même temps, l'axe du cône; on voit que 
cette droite , peut , en faisant constamment l'angle cl avec l'axe des x' , 
faire avec chacun des deux autres axes coordonnés tous les angles corn- 
pris entre ^^r-r^a et j^+a^" l'inclinaison sur un de ces axes, dé- 
termine l'inclinaison sur l'autre , ainsi les variations de deux de ces 
trois quantités a^ S , y ^ comme celles de deux des trois coordonnées 
d'une surface courbe , ne sont liées entr'elles que lorsqu'une de ices 
quantités est supposée constante. 

58. Dans le cas où la force k décomposer serait parallèle à un des 
plans coordonné3, les trois valeurs de ses cpmposantes, art. 56, se rér 
duiraient aux deux valeurs fouraies par le théorème de l'art. 64, un 
des cosinus devenant égal k zéro, et les angles, auxquels les deux cosinus 
r^çtants appartiennent^ devenant compléments l'un de Tautrp. 
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Sg> Jl est bon de remarquer que $t on construit m pât-allétipipUè 
rectangle dqnt trpi? ar^te»> rç«peçrtv?in?nt p^rpUè)^ mix 4?^ .^ux.y et 
{Uix «3^ et ayant le^r$ ipter^frciipps^u pçint d'^pplî^oation 4e=ia:ficA-ce 
Pji rieprésentent eii qu^^fé et ep dîr^ctian» lei composâmes Fooé^mr, 
PçQS. S, PcM. yj 1^ fprçe P faera représentée çn quantité mènài^ 
rection, par la diagonale de ce par«|Jl^lipipçde; car lef rapports do If 
diagonale ayx çùiéfi du parall^ljpip^^^ éjt$int, i : eos. a^ i : cos. IF^ 
i : COS. yj fn mvltipliapt pf^r P i^ deux termes de chacun de ces rajif- 
portç, on obtient çegx ç|uî i?|ii$|e^jË entre h résuUante et ses. troif 
composantes. . j: ,: : : 

m 

ê 

* • • • 

Composition et décomposition de plusieurs forces apfdupfes à uii aiéose point, 
quelques soient le ppn^bre ^ \e$ intims^lé^ et Ip^ dif edîpns de ces forces. 
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6o. Lorsque plusieurs forces qu'on veut pmppwr eiji yp? f^J^ieqp^ 
!eùr direction sar upe même drx>ite^ 1% résultante Uf)iq|Liç ^t ég^ § 
k Somme des composantes , qui ajgis^nt dans un ;sçp§ fi}QJin? I4 9QITHn? 
des composantes qjui agissent dans le sens opp^p^j en ^cx ^' ^ ^" ect, 
ét^antleé forces qui agissent dans un Sjens ^ef 5^4- iS^'r^-pct. celles qui agi$? 
sent dànsle sens contraire, on peut /d'après r#rt-4,2, en les c^o^po^wf; 
deux à deu;t , remplacer toutc;^ ces forces p^r WP fptc^ P^^-^'rh^^-h 
etc. et une force ^=B'4-iff"4-etc. don^ la résultante sera P-^Q. ', 

61 Dorénavant le mot somhie^ lorsqu'il s'agira de forces dont les di- 
rections se trouveront Sur une même droite , désignera la quantité P — Q, 
c'est-à-dire (^'+^'4. etç.)-»-(B'4-iy+ttc.) c'e^t une énonciation 
aJwgée analogue k ^fii^ qil-oo empilée, en ^Igèbre lorsqu'on dît que îâ 
somme des termes ^a 0t rt* ^ rst légale à a-i-A^ ou qu'on fait l^aggrégâ- 
tion d'im nombre quelconque de iernm en ayant égard à leurs signes. 

62. On fk wi twa^v^ imqnédiat de x:pmpoaer^ en une ^ii)e, plusieurs 
forces formant de# ^nglcy f nt.r'iell^ , et appliquées & un mèii^é pointa 
c'est celui d'en composer, d'ajbprd^ deuxfdont la résultante se compose 
ensuite, elle-même , avec une troisième fç^rce, pour donner une seconde 
résultante qui remplace les trois forces, et que l'on combine avec une 
quatrième force , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on ait fait un nombre 
n-^i de coonpositions, n étant le nombre des forces à composer. 

63. Mdis cette méthode eat longue #t embarrassante , fe tfiéoréme de 
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Fart. 56 en fournit une infiniment préfirable qui donne les valeurs cïrer- 
chées, par des formules extrêmement commodes et faciles à retenir. 

Soient les forces P'^P"^ P"' etc. appliquées à un même point ; les 
angles respectifs formés par ces forces et par les axes coordonnés sont , 
pour Taxe des x : a! , a'^ ai^' etc. ; |X)ur Taxe des jr •• ^ ^ ^'j ^" etc. ; 
pour Paxe des j : y' ^ /'^ y'" etc. 

Je décompose chacune de ces forces en trois autres, resj^ctivement 
parallèles aux x, auxjj^ et aux ^} réunissant ensuite les composantes 
parallèles aux x^ je représente leur somme par X^ (le mot somme dé* 
signant ici, conformément à renonciation convenue art. 6i , la difTé- 
rence entre la somme des quantités positives et celle des quantités né- 
gatives) et j'^i l'équation 

X= P' cos. af + P^' COS. a" + etc. 

les forces, dont les valeurs entrent dans le a«»«. membre de cette équa- 
tion, ont toutes leurs direction sur une même droite parallèle aux x ^ 
et les sens de leurs actions, sur cette ligne, sont donnés art. aS et a6, 
par les signes des cosinus; on peut donc, art. 60, remplacer toutes ces 
forces par une seule égale à la somme de celles qui agissent dans un 
sens, moins la somme de celles qui agissent dans le sens opposé, et 
cette force unique est X. 

En désignant, pareillement, par JT et Z^ respectivement, les sommes 
des composantes parallèles aux axes des^ et des z on a 

J^ = P' cos. ^ + P" cos. ff' + etc. 

Z^P' COS. / + P" COS. y" + etc. 

et toutes les forces à composer en une seule se trouvent ramenées aux 
trois forces rectangulaires Xy Y^ Z} la composition de ces trois forces 
donnera donc la résultante demandée. 

64. Soient P cette résultante, et a^ if^ y^ les angles respectifs for- 
més par sa direction et par les axes des x des y et des z on a, art. 56 

P cos. a = X 

P COS. ^= Y 

m 

P COS. y = z 

65. H faut réunir ces équations à celle de Part. 29 , pour déterminer 
les quatre inconnues Pj a^ âet yj dont les valeurs sont doimées par 
les équations suivantes 
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COS. a = — • j COS. if = -— j COS. y = -p- 

66. aj bel c désignant les coordonnées du point commun d'appli« 
cation des forces, on aura les équations de la ligne de direction de la 
résultante en substituant, dans les équations de l'art. 27, à cos. Uj cos. ff 
et COS. y les valeurs qu'on vient de trouver, et comme P se trouve di- 
viseur commun, il suffît de remplacer ces cosinus, respectivement» 
par Xj Vet Z. 

67. S'il s'agit de décomposer une force P^ dont le point d'appli- 
cation , Pintensité et la direction sont donnés^ en plusieurs autres forces 
P'j P" ect. dirigées sur son point d'application, on tombera dans une 
indétermination de l'espèce de celle dont il a été parlé art. Sa. En effet 
les forces P' P" etc. étant supposées en nombre tï^ et la direction de 
chacune de ces forces dépendant de deux angles au moins , ( ou de trois 
angles liés entr'eux par une équation) on a un nombre 3 /s de quantités 
à introduire dans les seconds membres des trois équations de l'art. 64 , 
les premiers membres de ces équations étant , dans le cas dont il s'agit ^ 
les données du problème ; et comme , par la nature de ce problême, 
les trois équations de l'article cité sont les seules qu'on ait entre les in- 
connues et les données, il faut, si le nombre de ces équations est insuf^ 
fisant, ou déterminer /i/^A/br/ une partie des inconnues, ou avoir entr'ellea 
des équations de condition , qui dépendent toujours de circonstances 
particulières à chaque question. 

68. Lorsque les forces à composer ou à décomposer doivent agir 
dans le même plan, qu'on peut, sans nuire à la généralité des deter^ 
minations » supposer être le plan des x j'^ les équations des art. 60 et 
61 deviennent les suivantes 

P cos. a=iP' COS. a'+ ect; Psin. a = P' sin. a'+ ect. 

dans lesquelles on regardera comme inconnues ou les premiers ou les 
seconds membres, suivant qu'on aura à faire une composition ou une 
décomjx)sition de forces. 

69. Faisant P' cos. a' -i- etc. = X et P' sin. a' + etc. = J^^ on a pour 

remplacer les équations de l'art. 65, dans le cas dont je viens de parler 

jf 

P = y^x* + r* J cos. a = -=r- 
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Conditlopt de l'équilibre entre plomurs forces agissant sur un même point 
libre ^ quelques soient le nombre | les intensités et les directions ^e ces forces. 

70. Cette expression point libre désigne un point qui , dans le cas 
où îi changerait de position, ne serait pas assujetti à se mouvoir sur 
une ligne ou sur une surface, mais pourrait prendre^ dans Tespace, une 
direction quelconque, la définition que )e donne du point libre sera 
ensuite généralisée et appliquée & un système de points. 

71. Le jx)int libre sera évidemment en équilibre si la résultante de 
toutes le« forces qui le sollicitent est égale à zéro , ou si ces forces 
peuvent se réduire à deux forces égales et agissant en sens contraires. 
• 71. Mais la valeur }/' ji[* j^y* + z*^ de la résultante, ne peut pas être 
tiulle, tant que les quantités qui sont sous le radical auront des valeur^ 
finies, puisque ces quantités sont des quarrés, essentiellement positifs; 
il faut donc que chacune d'elles soit zéro séparément, ou qu'on ait 

73. D'après l'indépendance qui existe entre les composantes rectan- 
gulaires X, Ket Zj et qui a été expliquée avec détail art. 67, aucune 
de ces trois forces n'exerce d'action parallèlement au plan perpendi- 
culaire à sa direction, chacune des équations précédentes indique donc 
parlicullèrement que le point ne peut , en vertu de^i forces qui le sol* 
licitent , prendre aucun mouvement parallèlement à Taxe auquel se 
rapportent , art. 63, les angles, dont les cosinus entrent dans cette équa- 
tion; c'est l'expression d'un équilibre partiel relatif à cet axe; un pareil 
équilibre peut exister pour un ou deux axes seulement , sans équilibre 
complet, et alors Tégalité à zéro n*a lieu que pour une ou deux de? 
trois quantités Xj Y^ Z. 

74. Les forces P^ P^' y ^^c. qu'on suppose en équilibre, peuvent 
être, par les règles données précédemment pour la composition de^ 
ferces, réduites îi deux, l'une desquelles serait la force P% l'autre 
t|ue je dtVignenat par B! étant la résultante de toutes les forces res- 
tantes P"^ P'"^ ect. Cette opération ne doit rien changera Téquilibre 
présupposé puisque l'effet d'une résultante est parfaitemeut identique 
Vfoc celui de ses composantes ; donc les forces F' et B! doivent être 
en équilibre et par conséquent égales et directement opposées, car si 
l'une et l'autre de ces dernières conditions n'avoicnt pas lieu ces forces 
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auraient une résultante assignable et ne seraient j>lus en équilibre. Le 
même raisonnement peut se faire sur chacune des forces P" y P'" etc., 
qui se trouve , ainsi , égale en intensité à la résultante de toutes I^ 
autres forces , et agissant sur la même ligne de direction , mais en^ 
sens contraire. 

On a vu art. 40, l'inverse de la proposition que Je viens de démontrer.. 

Quelques propriétés, de l'équilibre d'un point libre. 

70. J'ai publié y en 1800, dans ma Mécanique philosophique^ 
une construction géométrique de la résultante d'un nombre quelconque 
de forces appliquées à un même point , qui sert aussi à vérifier l'é* 
quilibre qu'on supposerait exister entre ces forces ; cette construction 
est curieuse, et je vais la donner , après avoir démontré les théorèmes 
^e géométrie sur lesquelles elle se fonde. 

Si on a, dans l'espace, un polygone fermé, dont les côtés, peuvent 
être ou ne pas être dans le même plan, la somme des projections ortho- 
gonales des côtés de ce polygone sur une droite de position donnée , 
sera égale à zéro ; ainsi , en rapportant les positions des sommets des 
angles de ce polygone aux trois axes rectanjgulaires des ^ j y et -5 ^ dé- 
signant les longueurs de ses côtés par a' j X" etc. les angles respectifs, 
que ces côtés font avec les axes des x ^ des^ et des -5^ par a' ^ oJ^ etc. ; 

iS' j ff'j etc. ; -/ ^ y j etc. ; on a les équations 

» 

2 (À COS. a)=zo j 2 (À COS. 6)^0 j S (À cos. y)=?o. (*) 

Il est essentiel d'avoir une idée nette de la manière de déterminer 
les signes des cosinus dans ces équations , qui est analogue à celle que 
j'ai indiquée art. 2b ; prenons À^ pour premier côté du polygone , et 
appelions une des extrémités de À'j son origine j et l'autre extrémité^ 
%on dernier point J on peut, pour ce premier côté, prendre arbitraire-, 
ment Y origine à l'une ou l'autre de ses extrémités , mais ensuite le choix 
n'est plus arbitraire. pour les autres côtés; il faut que le dernier po^nt 
de X soit \ origine du cèté qui lui^t contigu, (|ue le dernier point àe 

(*) Le signe 2 indique et indiquera, désormais, dans la suite de ce traité,^ 
la somme de toutes les quantités accentuées de la forme de celle qui est sans 
accent dèyant ce sig^e^^iànsi 2?(^. ço^^)==>î'co^.a' + /i" cç3. a'';^.elc. 
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cékiî-cî Soît Vorigine du suivant , et ainil de suite , en aUaht toujours 
dans le hiêmé send, jusqu*à ce qu'on Soit revenu à rorigine de À'. 

tela jkjsé , sî, par Vôrigilne d'im côté quelconque ^^ on fait pds6<er 
th)is plans refctatïgulâii*eà , respectivement parallèles aux plans des obj^y 
des iT^ et des j^;;^ et que je nommerai plans des x'y^ cù' z' ety z'j 
et qu'on pfénine sur ies x* ^y ^ z' positives, les origines des angles ou atcs 
a ) S ^ y j qui ne doivent pas excéder aoQO, les points extrêmes de ces^^ 
arcs devront se trouver sur la ligne Xy du même côté , par rapport à 
son origine^ que son dernier point j les signes des cosinus dépendront 
ainsi de la région dans laquelle ce dernier point se trouvera. 

Les équations ci-dèssus se vérifient facilement, d'après cette manière 
de déterminer les signes des cosinus; menons, de V origine du premier 
côté, line perpendiculaire ou ordonnée, sur lé plan j^^^ et faisons 
varier cet fe ordonnée de position et de longueur, de matiière qu'elle 
parcoure le périmètre entier du polygone ; revenue à son point de 
départ elle aura , dans sa marche ^ subi deux sommes de variations, l'une' 
positive Tautre négative, qui sefont nécessairement égales entr'elles, 
puisque l'ordonnée a repris sa valeur initiale. Or chacune de ces varîa-f 
fions depuis le sommet d^un ahgle jusqu'au sommet de l'angle suivant, 
est un des termes de i (>lcos. a ) ^ donc ^(^cos.a)=o. On' 
demonttera, par un raisonnement absolument semblable, chacune' 
des équations 5^ ( ^ cos. ^) =o ^- -2^ ( ^ côs. y ) = o^ en rapportant 
successivement l'ordonnée variable aux plans des œ z et des xj". 

y&. i\ est hoti de démontrer l'inverèè de ce théorème qu'on peut 
éfionfcef aitisi ; si on a dails l^^àce plusieurs lignes séparées, ou non, 
ÏH uhiis 'des autres , inais dont les longu^tnrs À^ j X' y etc. soient don- 
nées , cesi figues faJsairt avec les axes des x^ y^ z les angles respectifs 
«V a" ëtr; ; ^, ff' etc. ; y\ y" etc. Y origine et te dernier point de' 
chacune étant fixés, et le» signet des trosimis déterminés, comme ci-dessus/ 
et que^ dans cet état dci système, tMn ait les équations £ {kcos. a ) =so> 
S (^ COS. ^)ito/ E {À cofe. y)ia:iOy «A mutant toosices côtés bout-àf* 
bout, paraitetennent à leuti^ positions primitives, et dans on ordre abso-- 
kuneat adbîtraire, mais avec la condition que le dernier point de l'un 
quelconque d'entr'eux soit Vorigine dur suivant y le polygone ainsi 
composé sera un polygone ferme. i 

Pour le prouver faisons parcourir ii une oi^daimée perpendiculaire'. 

au piaiï 
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au plan j' z \e périmètre du polygone , depuis \ origine du premier 
côté, celui par lequel on a commencé la formation de ce polygone, 
origine que je désigne par point a^ jusqu'au dernier point du dernier côté, 
celui par lequel on a terminé la formation du polygone, point extrême' 
que je désigne par point b j les variations successives de cette ordon- 
née entre les sommets consécutifs des angles seront les termes de la 
somme Z {à cos. a), mais cette somme de variations est nulle, par 
hypothèse, donc les valeurs, initiale et finale, de l'ordonnée sont égales 
entr'elles, donc les points extrêmes a et b sont dans un même plan pa- 
rallèle au plan ^^. 

On prouvera /en raisonnant de la même manière, que les points attb 
sont aussi tous deux dans un second plan parallèle au plan xz^ et, 
enfin, dans un troisième plan parallèle au plan x y, donc ils se con- 
fondent en un seul point, celui qui est commun aux trois plans, et ces* 
points à^ib étant, par construction, les extrémités du périmètre du^ 
polygone, ce polygone est fermé. C. Q. F. D. 

'jj. L'usage du théorème précédent , pour vérifier l'équilibre qu'on 
suppose exister entre des forces appliquées à un même point , est ma- 
nifeste. Cet équilibre est exprimé, art. ya par les équations X=o^ 
y^p^O, Z:=zOj qui peuvent s'écrire ainsi 

^ (P COS. a)=o ^* Z (Pcos. ^)=o ^' 2* (Pcos. j'.) = o^ 

or chacune des forces P étant représentée par une ligne prise sur sa^ 
direction , ce que j'ai appelle Vorigine de cette ligne, étant le point 
comiQun k toutes les directions , et , le point que j'ai appelle le dernier 
points étimt celui vers lequel la force tend à faire mouvoir le point 
commun d'application, si les équations précédentes existent réellement; 
dans le système de forces dont il s'agit, les lignes P, mises bout-à-bout 
^ans un ordre quelconque et dans des directions parallèles à celles 
qu'elles ont autour de Jeur point commun d'apjJication, doivent, les 
autres conditions prescrites art. yS et 76 • étant observées , former u» 
polygone fermé, , 

78. Lorsqu'en appliquant aux forces P la construction de l'art, pré- 
cédent, on n'obtient pas un polygone fermé, Téquilibre n'^ pas lieu, 
maïs la même construction donné, en intensité, direction et sens d'ac- 
tion, la force qu'il faut ajouter an système pour établir son équilibre; 

I ^ 5 
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Cette force est représentée en intensité et direction par. la ligne qu'rl 
faudrait tracer pour fermer le polygone, et le sens de son action a lieu , 
du dernier point du côté par lequel on a achevé la formation du péri^ 
mètre non fermé, à V origine du côté par lequel on a commencé cette 
formation. 

79. Cette dernière force, qui ferme le périmètre, étant supposée 
agir dans un sens contraire à celui suivant lequel elle agit lorsqu'elle 
doit établir l'équilibre, devient alors, (art. 74) la résultante de tout^ 
les autres forces , la construction de l'art, précédent fournit donc un 
moyen graphique de déterminer la résultante de plusieurs forces ap«» 
pliquées à un même point, quelques soient le nombre, les intensités, 
les directions et les sens d'actions de ces forces. 

80. Menons dans un polyèdre quelconque une droite ou diagonale 
qui joigne deux de ses angles solides choisis à volonté; on pourra 
toujours aller d'une extrémité à l'autre de cette diagonale, sur la sûr- 
face du polyèdre, en suivant un certain nombre d'arêtes placées bout- 
Ji-bout« Si la diagonale représente, en intensité et direction, une force 
que je désignerai par F y et qu'on applique à une de ses extrémités les 
forces représentées , en intensités et directions, par les arêtes consécu* 
tives qui vont de cette extrémité à l'autre, on aura, suivant le sens 
qu'on supposera k l'action de la force F^ ou un système de forces en 
équilibre dont F fait partie, ou un système de forces représentées 
par les arêtes du polyèdre , dont F est la résultante. 

81. Il suit de là que si trois forces sont représentées en intensité et 
direction par trois lignes qui aient une intersection commune, et qui 
fassent, d'ailleurs, entr'elles , des angles quelconques, la résultante de 
ces trois forces sera représentée en intensité et direction par la diago- 
nale du parallélipipèdé construit sur les trois lignes. 

Désignons ces forces ou lignes par g^ h et k les angles compris 
entre g et h, g et k y h et h y respectivement, par a' y a" y a'" et la 
diagonale du parallélipipèdé par F y on a, d'après les théorèmes de 
géométrie connus, pour calculer la résultante des trois forces ^^ h et 
k l'équation . 

-F*=^* + A*4-A* + a^A COS. a' ^u,gJc cos. «''-h ^'*^ cos. a"* 

8^. Dans le cas du parallélipipèdé irectanp;le t cette é(}uatioa cievient 
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jP^ 53! ^* 4- A* +/:* ^ ainsi que cela doit être d'après les formules re^ 
kti^m aux composantes rectangulaires, démontrées art. 64 et 65;: 
^ 83» Yoici des conséquences très - remarquables des équations d'équi- 
libre de Tart. 7a. . . 

Imaginons une ligne droite passant par le point commun d'applica- 
tion des forces et par un autre point dont la position dans l'espace 
est entièremfiit arbitraire; désignons par p la distance entre ces deux 
points, par ff ^ff' ^ ecL les angles respectifs formés par la ligne p ec 
par les directions des forces i^^ P'^ect., et par a^ ^ et y les angles 
respectifs formés par cette même ligne ç et par les axes des x des j^ et 
des<. 

Si on multiplie la i'^ des équations de l'art, yjï, par^ cos. fiy la 2«^*é 
par ç COS. iSy la 3°^^ par q cos. y ^ en substituant a Xy K et Z^ leurs 
valeurs données art. 63 »' et quW ajoute les équations^produits, le terme 
qui contiendra la force P^ sera P ^(cos« a cos. a' + cos. (f cos. ^' 
«4- cos. /cos. y'); or on sait, par la trigonométrie, que la -somme des 
produits de cosinus, qui multiplie P' fj est égale au cosinus de l'angle 
formé par les deux lignes auxquelles appartiennent les èosinus qui 
entrent dans ces produits, et ces lignes^ dans le cas présent, sont ^et 
ia ligne de direction de JP% donc cette expression est égale à P' (fcos.û^; 
le même raisonnement s'applique aux termes qui renferment P^^, P'" , etc. 
ainsi l'équation unique résultante de la somme deséquations^produits , est 

2; (Ppcos. ^) = o 

pouf avoir lies signes des cosinus des angles ^^ il faut prendre un point, 
sur la direction de ç y à l'unité de distancé du point commun d'appli- 
cation des forces; le' poîiit cdmmiin sera le ceritre d'un arc dé cercle , 
qui , ayant son origine à l'autre point pris sur la direction de Çy ira 
se terminer à un point de la ligne de direction de P vers lequel cette 
force tend à pousser le point commun d'application; cet arc sera la me- 
sure de et détermînerti le signe' de cos. 9. 

84. ^ cos. $ éëi la projection orthogonale delà ligne p sur la direc- 
tion de la force P j si oii conçoit une longueur quelconque , prise sur 
cette direction , et ayant une de ses extrémités au point commun d'ap- 
plication des forces, p cos. pourra être considéré comme un incré- 
ment, additif ou soustractif, de cette longueur^ 

85. Prenons^, sur la direction de chaque force Py un point fixe , du 
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côté opposa à rextrémfté de l'arc par rapport au point commun d'ap* 
plication des forces , et désignons par la lettre p , portant le même 
accent que Py la distance entre ces deux points. Faisons ç cos. 0^=-h.p 
Téquation de l'article précédent se changera en 

Z\P^p) = o 

• . , * 

et on fera, dans chaque terme, A /^ positif ou négatif respectivement, 
suivant que cet incrément tombera , ou non , par rapport au point 
commun d'application des forces , du côté vers lequel la force P pousse 
ce point. 

86. M. le Chevalier Fossombroni k donné l'équation précédente dans 
son ouvrage intitulé Mémoria %ul principio délie velocità virtnali, 
avec une construction curieuse qui rend manifestes les signes des ter- 
mes. Supposons que le point commun d'application des forces se trouve 
sur la surface d'une sphère , dont ç soit le diamètre ; la partie de la 
direction de Py comprise dans cette sphère, sera, abstraction faite du 
signe, égale à p.Qos.ûy qui devra être affecté du signe + ou — ^ res- 
pectivement, suivant que la force Ptendra à pousser le point communf 
d'application en- .dedans ou en dehors de la sphère. 
• 87. La grandeur de la ligne p étant absolument arbitraire on peut 
la supposer infiniment petite; alors les incréments i^p deviendront 
des différentielles dp et l'équation de l'art. 85 devra s'écrire ains» 
2(Pdp)=o. 

88. L'équation.^ (^P dp}=^o est celle à laquelle on parvient 
lorsqu'on veut exprimer que la somme des produits P p est un maxi- 
mum ou un minimum , les différentielles des quantités p étant prises 
de la manière indiquée art. 85, dans l'hypothèse de p infiniment 
petit ; et ce résultat offre une propriété, digne d'attention, de l'équi' 
libre d'un point. 

89. On a donné au produit P dp le nom de pioment de la force 
P S cette expression moment a une autre acception dont je parlerai 
bientôt. L'équation 2 {^P ^/;) = o est l'énoncé, applicable à l'équi- 
libre d'un point matériel, d'un principe très- général de mécanique^ 
qu'on appelle principe des vitesses virtuelles et dont l'important usage 
pour l'analyse de tous les problêmes .d'équilibre et de mouvement sera 
développé dans la suite du cours. 
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De Téqullibre d*UD point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface ou sur 
une courbe données et immobiles. Pression qui a lieu au point d'applicàtioâ 
des forces. 

90. On trouve dans ma Mécanique philosophique ^ art. çS et 96 / 
les équations fondamentales de la théorie que je vais exposer en 
donnant les démonstrations et les développements que la nature de cet 
ouvrage ne me permettait pas d'y placer. 

La première condition de l'équilibre de plusieurs forces appliquée^ 
à un même point d'une surface immobile quelconque, est que la 
résultante de toutes ces forces agisse dans le sens de la normale à la 
surface, menée par le point commun d'application. > 

Si cette condition n'avait pas lieu, la résultante pourrait se décom- 
poser en une force normale et une force tangentielle ; cette dernière 
force n'exercerait auame action contre la surface et ne pourrait étrô 
déti'uite, ni par la réaction de cette surface ni ( art- 67) par aucune 
autre force du système; elle est donc incompatible avec l'équilibre, et 
la force normale doit exister seule. 

91. Il est aisé d'énoncer analytiquement la condition dont je viens 
de parler ; on connaît la surface, sa position et celle du point d'appli- 
cation des forces^ on connait donc, aussi, la direction de la normale 
et les angles j4 ^ B j C^ qu'elle fait, respectivement , avec les .r les jy et 
les 2 ; on a de même, par les formules démontrées art. 60 et suiv**. , 
la direciioti de la résultante et les angles respectifs ol y'^ j y y quVlIe 
fait avec les mêmes axes; il sagit d'exprimer que le cosinus de l'angle 
formé par ces deux directions est égal à l'unité, positive ou négative y 
ou moyen d'un théorème de trigonométrie déjà cité et employé et qui 
donne l'équation de condition 

COS. A COS. a + COS. B cos. ^4- cas. C cos. y =a + 1 

92. Cette condition serait la seule nécessaire pour assurer l'équilibrer 
si le point commun d'application des forces était contenu entre deux 
enveloppes courbes, placées infiniment près l'une de l'autre, et telles . 
que leurs normales eussent partout la même direction. Mais si le point 
dont il s'agit est posé sur une seule enveloppe courbe, sans être contenu 
par une autre , la résultante doit satisfaire à une seconde condition y 
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celle d'agir dans la direction convenable pour tenir le point matériel, 
siir lequel son action s'exerce, appliqué contre la surface courbe ; voici 
comment on énoncera cette seconde condition. 

Supposant la normale prolongée, à partir du point d'application, du 
côté de l'enveloppe courbe opposé à celui où se trouve le point ma- 
tériel soumis à l'action des forces, et considérant ce prolong^menC 
comme la direction d'une force qui tendrait à faire traverser l'envelop- 
pe courbe au point matériel, on prendra les angle» j4 ^ Bel C delà, 
manière prescrite art. ^5 ; les angles aj S et y sont censés pris delà 
même manière , et si le premier membre de l'équation de l'art 91 est 
positif, ou si on a 

COS. jd COS. a + COS. B cos. ff + cos. C cos. y := + i 

cette équation sera l'équation de condition demandée qui , lorsqu'elle 
aura lieu , prouvera que la résultante des forces agit dans le même sens 
que la force fictive qui a été supposée agir dans la direction de la nor- 
male pour faire traverser l'enveloppe courbe au point matériel , que 
par conséquent cette résultante presse le point matériel contre l'enve- 
loppe courbe. 

98. Les coordonnées du point d'application des forces, sur la surface 
ou envelopi^ courbe, étant ir jjr et ^ ^ et considérant ce point comme 
l'origine commune de trois autres coordonnées x' ^ y ex. z' respective- 
ment parallèles aux premières , on a pour l'équation du plan tangent 

et pour les équations de la normale 

x'+.'(^)=o,y+.'(^)=o,y(-^)-x'(^)=<, 

la troisième se déduit des deux premières. 

I + ( , ~ y + ( — ^ )^ r = ^ ^^ cosinus 
ax djf l 

des angles formés par la normale et par les axes des (x: y y tx, z se- 
ront, respectivement. 
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représantanl par /f =0 réquation de la surface courbe , on a, en général , 
. dz y. , dK . . dK V / ^2 \ / ^^ \ / dK . 

et on conclut de ces équations en faisant /(— )2-^(-_)*-j-(îl-)a^ =/2 

les valeurs suivantes des mêmes cosinus 

COS. j4=(—. — ) : éf2 j COS. Bz=,(—— ) : S2 j cos. C=(—-—) : 12 

dx ' ^ dj dz 

DVn autre côté on a vu , art. 65 , qu'en désignant par R la résultante 

de toutes les forces dont X^ Y, Z seraient respectivement les sommes 

des composantes parallèles aux x^j^ etz on avait, 

X ^ r z 

COS. a = —jr- J cos. oz=z —— J COS. y = 



R ' R ' ' R 

Téquation de Tart. précédent devient , en y substituant les valeurs des 
cosinus de A ^ B ^ ^^ ^^ ^^ y qu'on vient d'assigner 

94. D'après l'identité des directions de la résultante des forces et de 
la normale à la surface courbe, au point commun d'application de ces 
forces , si on décompose chacune d'elles en deux , dont l'une soit nor- 
male et l'autre tangentielle , le système de ces dernières doit être en 
équilibre , ou avoir une résultante égale à zéro , car si cette résultante 
particulière n'était pas nulle , elle pourrait se composer avec la somme 
des forces normales qui des-Iors ne serait plus la résultante générale. 

Cette considération fournit deux équations de conditions par les- 
quelles on exprime l'égalité à zéro des sommes des composantes des 
forces tangentielles , prises respectivement par rapport à deux axes 
rectangulaires menés dans le plan tangent, mais ces équations n'ajoutent 
rien à ce qui est énoncé par l'équation de l'art. 92 , ou par celle de 
l'art. 93 , puisque l'équilibre auquel elles se rapportent est une consé- 
quence nécessaire de l'identité de direction dont les équations des 
articles cités affirment l'existence. 

96. La même identité des directions de la résultante des forces 
et de la normale h, )a surface courbe donne les équations séparées 
ços. wdf sscos, a^ ^ €08. B = cos. S ^ €08. C = C08. ^^ ^ ou 
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dx djf 

z-R{^)'.n=oj 

dz 

en multipliant la i«'*. de ces équations par X^ la 2«™«. par F fa 
3emc, par Z ^ faisant la somme des équations-produits, et observant 
qu'on a X^ -^ r^ + Z^ := R^ ^ on retrouve l'équation dé Tart. çS, ^ 

96. Éliminant -pr- entre les trois équations de J'art. précédent on 
obtient les deux suivantes 

97. J'ai donné dans ma Mécanique philosophique y art. çS , les 
équations des deux art. précédents; il est manifeste qu'avec ces di- 
verses équations, la relation /?= ^^«-j. j^« -j-^« ^ et l'équation de 
la surface , on a tout ce qu'il faut soit pour trouver un système de 
forces qui serait en équilibre sur un po'mt déterminé de la surface, soit 
"pour trouver le point de cette surface où il faudrait appliquer ui| 
système de forces donné si on voulait obtenir l'équilibre. 

98. On aurait pu ramener le cas d'équilibre traité depuis l'art. 90,* 
& celui d'un point 7/ire^ en introduisant dans l'analyse la réaction 
due à la résistance de la surface , laquelle est égale et directement' 
opposée à la pression normale qu'éprouve cette surface; désignant par 
N la réaction dont il sagit, et considérant A' comme une puissance 
qnii se combine avec les sommes de composantes X^ JT et Zj pour 
maintenir en équilibre le point d'application des forces, ce point peut 

être regardé comme libre, et on a, art. 7a 

' * . } 

JVcos. ^+X=o^- Ncos.B+yz=::oj iVcos. C+Z=;o 

d'où on déduit, d'abord une valeur de N numériquement égale à celle 
^e la résultante R ^ ou de la pression normale qu'éprouve la surface, 
^ais de signe contraire. Substituant ensuite ppur N cette valeur et. 

j>our 
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pour C08. A , COS. B , ços, C^ lea expre$^on« doim^'Cfi art. 93* on a.lef 
équations de l'art. 96 , t\c, 

99. La dirtçtioo de l'axe de^ ^ étapt supposé^ la même que ceUq de 
la normale au point d'application des forces, qn a co$. y^^Pji cos. ^7=;q^ 
009. Cc« I ^ et désignaot par XO ^'^j Z' ^ r^peçtivement , cç que de* 
viennent,! dan« ce cas, X> ^ Çt 2^ le9 équaûoiis dç l'^rt. précédent ^ 
changent en 

Les deuï premières expriment l'équilibre dfç forces taDgentielles dont. 
)'ai parlé, art. 94; la troisième « lorsqu'on a rintensilé, la direction et 
te sens de Vaction de chacune des forces qui entrent daps 2! ^ donnf 
Vintensité et le seqs de l'action de la force uorrpale T{ ^ laquelle fait équi- 
libre à la pression normale R qu'éprouve la surface. 

100. Il résulte de l'analyse précédente (depuis l'art. 90), que cette pres- 
sion.i? est emièremeiit indéterminée et arbitraire lorsqge Je point de l|i 
surface est donné et qu'il s'agit d'assigner un système de forces qui soit en 
équilibre sur ce point ; c'est ee dont on se rend raison immédiatement 
en considérant que la seule condition , pour cet éqvilibre , est que ta di» 
rection de la résultante soit normale, cette résultante pofuvaitf d'ailleitri 
avoir une intensité quelconque; aussi voit «> on que les équations de 
l'art. 9$ t lorsque )f s coordonnées a^jjtt s; soiit connues ^ ne donnent 
que les rapports entre les forces Xj^JT^Z^^X lai§5çnt la valeur d'une dc^ 
quatre quantités X^ J^^.Z et /f absolument arbitraire; et en effet comme 
dans le cas dont je parle, on satisfait à toutes les conditions exigées 
par la seule direction de la résultante et que cette direetion dépend 
des rapports entre Xy V, et Z^ ces i^pporlis sont les< seules choses que 
les équations de l'art, cttè aient à faire connaMr^^ Ces équations (d'oM QO 
déduit les valeurs paetiçiilières de f^j J^ et z loi;sque le système de forces 
est donné, cas auqud k prphUme est déterminé )su0isent donc , dans 
(gw les Ci)S|'et l'usage des autres relations dont il est parlé art. 97, n'est 
indiqué que pQur satisfaire à des conditions particulières, faciliter les 
calculs ect. Ces observations , $ont naturellement suggérées par le con- 
tenu des art. précédents, ipais j'ai cru deA'oir en faire l'objet d'un article 
|X^rûiçulier ^ parQçi|u'çlles complètent les explica<jons nécessaires pouir 
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rintelligfnce d'une théorie curieuse et sur laquelle j'aurai occasion de 
revenir relativement k des quêtions importantes. 

ICI. Je passe au cas où le point matériel , sollicité par les forces , 
est assujetti à se mouvoir dans un canal immobile et infiniment étroit, 
à simple ou double courbure; dans ce cas, on a, pour condition unique 
d'équilibre, que la résultante des forces agisse dans un plan perpendi- 
culaire ci l'élément de courbe sur lequel le corps est posé, et cette 
condition renferme celle (je l'égalité à zéro de la somme des composantes . 
tangentielles , c'est-à-dire de la somme des produits des forces par les 
cosinus des angles qu'elles forment avec la tangente menée à leur 
point d'application. En désignant par ds l'élément de courbe , à ce 

, . ri,v dr dz . • 

même pomt, les expressions -^— ^ -~— j --j— seront, respectivement, 

les cosinus des angles qu'il forme avec les axes coordonnés , et comme 
les cosinus des angles formés par la résultante des forces et par lei 

^ Y Ta 

mêmes axes gont-y- ^ -— ^ --- ^ on peut, parle théorème connu, ex- 

ii li /i 

primer que cette résultante et cet élément de courbe forment un angle 
droit entr'eur en égalant à zéro la somme des produits des coupl^ 
de cosinus rapportés à un même axe , ce qui donne l'équation , 

X dx + Y djy + Z dz=>o 

I02. Repr^entons les équations de la courbai oy du c^nal infininienf 
étroit qui renferme !e ppint matériel, par 

ces équatipns donneront 

> 
et Véquation de Tart.' précédent se changera en 

qui assurera léquil.ibre toute les fois qu'elle aura lieu. 

io3. Lorsque les forces seront donqées , l'équation précédente ferÀ 
connaître la valeur de x correspondante au point du canal où il fbut 
appliquer ces forces pour obteqir l'équilibre ; les deux autres coordon- 
nées se calculeront par les équations z =J'{x) et jr =^ (.t). 

104. h^ question de déduire de la connaissance des forces ^ celle de 
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]b |>osition; de leur point d'application est donc détermiijiée; il n'en e^t 
pas de mènne de la question inverse ; si le point d'application des forces 
est assigné» à priori j on pourra se donner arbitrairement deux des 
trois composantes rectangulaires X^ V ^ Z et la troisième se.d^^dqira 
de l'équation de rarticle 102 ; ou, plus généralement encore , se don- 
ner toutes les forces du système à l'exception d'une , pour laquelle on 
pourra, niémei assigner, arbitrairement, le sens de son action, et, de 
plus, ou sa direction, ou son intensité et un des* angles qM'elle forme 
avec les axes coordonnés. * , 

lOÔ. Cette indétermination tient k ce que la section transversale et 
«normale du canal curviligne, qui contient le point matériel soumis à 
l'action des forces , ayant, par hypothèse, un périmètre fermé, ce point 
sera toujours appuyé contre la paroi du canal quelque soit l'angle formé 
par la résultante et par \ine ligne donnée de position, dans le plan de 
cette section, angle qui peut varier depuis ô.® jusqu'à 400^; tout se 
réduit à assurer l'existence delà résultante dans le plan normal eh satis- 
fîûsant à l'équation de l'art. lOi ou à celle de l'art. loa. 

Mais si la section transversale et normale: n'a pas un périmètre fermé, 
c'est-à-dire si le canal curviligne est un canal ouvert, l'indétermination 
n'est plus aussi grande ; en menant, par le point d'application des forces 
une normale au périmètre, à chacune de ses extrémités, la direction de 
la résultante ne peut pas sortir de l'espace angulaire renfermé entre ces 
deux normales , et le sipns de son action doit toujours être tel qu'elle 
pousse le point matériel dans ce même espace afth de lé faire appuyer 
contre la paroi du canal. La forme de ce.caiHtl est censée connue dans son 
étendue entfère et par^tonséqueitt )f?8 |>Q^i<lioas «des nprinaleaj dont je 
viens de parler, sont aussi connues à chacun de ses points. 
. 106. Ces deux normales aux extrêinrtés^du périmètre, pourraient être 
considérées comme appartenants à deux surfaces courbes qui formeraient 
* par leur intersection le canal* dlms> IilqueMp point raaténiele^t âssuifUi 
à se mouvoir; mais il jr, a. une infinité de surfaces qui peuvent avoir leur 
intersection sàr'une ;nr\éme' courbé i en se c'oupfeint'sôr uh &iiç;l^*d6nné 
pour chaque point, et comme cet angle (ou son supplément) est ru- 
nique chose à conôidéi^r quand on veut assigner les limites entre les- 
quelles la direction àn la résultante doit se trouver, la question des 
conditions de réî^ùilrblrç sera îraitcç^coinp^ctemeiit aii on'y introdtlliit les 
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deux normales extrêmes du périmètre de la section transversale et'nor* 
maie de ce canal , au point trouvé ; c'est une seconde condition tout-a« 
fait indépendante de la première, et.il peut se faire , d'après la loi qui 
lie la forme de la section transversale aux coordonnées du point oii cette 
Section est prise , qu'aucun point du canal ne satisfasse aux deux condi- 
tions à la fois ; en effet ^ désignant par ^4' et j4^' les angles respectifs, 
formés par les projections sur le plan oû' y ^ des normales extrêmes d« 
périmètre , et par Taxe des x' ^ on doit avoir , dans l'hypothèse ou ce 
qui concerne la forme et les dimensions du canal ^ se trouve, à tous 
égards, soumis à des loix régulières, A'=F{x) y j4"z=&(,v) et les 
conditions complètes de l'équilibre n'auront lieu qu'autant qu'en subs- 
tituant, dans ces équations , la valeur de x déduite de l'équation de 
l'art. 102, ou de celle de l'art. 108. il en résultera pour les angles 
j1' et ^'' des valeurs telles que l'un de ces angles soit plus grand et 
l'autre plus petit gue celui dont là tangente =/z^; mais comme, par ta 
nature dé la question, les fonctions F (x) et ^ (x) sont entièrement 
indépendantes de J*{x) çt {^) Xjvu qu'un canal, dont la courbure 
longitudinale est donnée, peut avoir des sections transversales soumises 
k un infinité de loix différentes, rien n'assujettit la valeur de a? que vérifie 
l'équation de l'art. lOi , à vérifier les inégalités >df^ < (arc tang. = /i,); 
A" ^ (arc tang. =/x, ), ainsi ces conditions diverses doivent, en 
général, être satisfaites, séparément, par des points différents 

114. Dans les applications qu'on aurait i faire de la théorie précédente 
à certains pi-oblômes physico-mathématiques on réunirait les deux con- 
ditions dont je viens de parler en faisant coïncider la direction de la ré- 
sultante avec celle du rayon de courbure, ce qui est un cas remarquable. 
i>ans ce cas /i, et a^, sont déterminés pour chaque point, et on a 

dy dz ddz — {dx^ + dz^) ddy 
~ ^ dx . d { dy^ + dz^ ) 

_ \ilx+a,dy) 

■ I4 seconde de ces équations a été déniontrée art, 107 ; la i*'*. s'obtient 
en éliminant^ et i' de l'équation, donnée par la géométrie analytique» 

,__ dzddy-r-dyddz ,■ ddz. , . , 
^~ dxddj ^.^Id^^ ^ 



«/= 
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du plan quî renferme deux éléments concécutifs de la courbe, ( et dans 
lequel , par conséquent , se trouve le rayon de courbure ) avec les 
équations j^=<x, x* y 5'=^^, a/^ divisant par x\ et substituant^ 

ensuite , pour Uf^ , sa valeur-— -^i — L-Iil Xl^ , 

dz 

Au moyen de ces déterminations et des équations , art. 106 et suiv. , 
on pourra toujours assigner, dans le cas dont je viens de parler, soit 
le système de forces qui serait en équilibre sur un point donné, soit le 
point où cet équilibre aurait lieu entre des forces données. 

11 5. Quelques soient les inconnues et les données on a toujours, 
ultérieurement , >^ jr* + F* + ^» égale à la pression normale qui 
8*exerce contre la paroi du canal. 

116. Je termine ce que j'ai à dire sur ce sujet en observant que le 
cas de Téquilibre d'un point matériel, assujetti à se mouvoir dans un 
canal curviligne, aurait pu être ramené au cas de l'équilibre d'un point 
libre en introduisant , dans l'analyse , deux forces dirigées suivant les 
normales extrêmes du périmètre de la section transversale et normale 
du canal , et exprimant que le système des forces qui agissent sur le 
point matériel , peut être réduit à ces deux forces normales ; c'est une 
méthode semblable à celle que j'ai indiquée art. 98 et en suppo* 
sant qu'un des axes coordonnés, parallèlement auxquels se font les dé- 
compositions, a la même direction que l'élément de courbe, ce qui 
détermine les deux autres à se trouver dans le plan normal , on trouve 
que la somme des composantes dirigées suivant le premier axe doit être 
zéro par elle même, ce qui est manifeste d'ailleurs, ainsi que je l'ai 
/observé article ipi. 
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} < 



£<^ation8 de condition d^un système de fprme invariable.. 

• « •■ ■ 

t\y. /Yprès avoir exposé tout ce qu^il est important de savoir $ur la 
partie de la statique dans laquelle on suppose que les forces dont on 
veut vérifier l'équilibre , ou auxquelles on veut substituer d'autres forces^ 
ont leurs directions concourantes en un point comn^un, je vais introT» 
duire Veiendue et \^ Jigure ^ dans les nouveaux objets d^étude dont le3 
élèves doivent s'occuper y et traiter dç l'application des fqrces aux 
systèmes de formes, quelconques, mais soumises à la condïtipn d'être 
invariables. 

Ces systèmes sont ceux que j'ai définis art. 32^ et voici comment o|i 
peut exprimer , par des équations, les conditions qui les carâctéri^nt« 
Soient x' y x" eci. y , j/^ ^ ect. zf y 5^' ect. les coprdonnée^ d^ difr 
férents points , les axes de ce3 coordonnées ayant des positions fixes 
par rapport au système de ces points, l'invariabilité de forme de c^ 
système aura évidemment lieu si les distances de j'un quelconque de 
ées points à tou^ les autres , sont des <}uantité$ çpnst^ntes ; et cetto 
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condition s'énonce par les équations suivantes , dont les premiers 
membres sont les vafeebrs c<Snn(i^s des'Quaf-fés 4^<'flistances entre des 
points de l'espace pris deux -à-deux , 

{ ( x'- a/"y + {y-j '" )» 4- ( 5'- z'" y \ = J"j etc. 

( .t"- x'" y + (y -y )* + ( s"- s'" y =b' j 
( x"^ x"" y + (y r-y '" )» + ( «"- -'"')' - ^" ^' «le. 

etc. etc. 

^'^ A" Qct. B' ^ B'''tz\. étant tieà^cotistantes. Si n désigne le nombre 

vivra puiiu» uu y^a^ciuc > ic iiuiiiurc «es r4UOiiUiJ5 •irr* —- ~ ' 

118. On peut , encore , exprimer Ifi condition de V invariabilité de 
forme, en disant que les distances d'un point quelconque du système, 
à trois points détermifirsda même, systèn^e, qui ne sont pas en ligne 
droite, ne peuvent pas changer. On a, alors, trois équations pour énon- 
cer Y invariabilité des distances respectives des trois points auxquels on 
rapporte tous les autres points , et chacun de ces derniers fournit , 
ensuite , trois équations, pour ses distances aux trois premiers ; ainsi le 
nombre des équations de condition est 3 + 3 ( /z — 3 ) ou 3/7 — 6 ^ n 
étant le nombre total des points du système; ces équations sont d'Ailleurs 
àé même forme que celles de Part, précédent. 

En plaçant deux des axes coordonnés dans le plan qui renfermç.les 
trois points dont les distances, à tous les autres points , entrent dans les 
équations Aq condition j on simplifiera les équations, qui se rapportenC 
k ces trois points, et on rendra la totalité des équations de condition 
indépendante de la position absolue du système dans l'espace. 

119. Il ne Faut pas perdre de vue, que d'apfes les notions données 
depuis l'art. 3o .jusqu'à l'art. 87, les systèmes dont je parle ne sont que 
de sïniples moyens de transmission de:j actions des forces qu'on suppose 
explicitement applrquées à ces systèmes, et quMl faqt, par la pensée^ 
faire aBsiraclion dé la pesanteur et de toutes le§ autres forces naturelles^ 
quîpôurrâîeilt agir sur les parties matérielles dont ils sont composés, 
l|faut se rappeler encore, qu'il a été dît, dans les art. cités , que la 
considération de la masse de Vinatie eçt. était étrangère ^ux ques* 
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£quatSons de condition d*un système de forme invariable» 

• ■ 

i\J. /\pR ES avoir exposé tout ce qu'il est important de savoir sur la 
partie de la statique dans laquelle on suppose que les forces dont on 
veut vérifier l'équilibre^ ou auxquelles on veut substituer d'autres forces^ 
ont leurs directions concourantes en un point comn^un , je vais intror» 
duire \ étendue et la Jigure ^ dans les nouveaux objets d'étude dont Ie9 
élèves doivent s'occuper , et traiter de l'application des Forces aux 
systèmes de formes 5 quelconques , mais soumises à la conditipn d'être 
invariables. 

Ces systèmes sont ceux que j'ai définis art. 32^ et voici çomnient 0|i 
peut exprimer , par des équations, les conditions qui les carâctéri^nt. 
Soient a?'^ a?'' cet. y , y y ect. z! ^ 5'' ect. les coordonnée^ d^ difr 
férents points » les axes de ces coordonnées ayant des positions fixes 
p^r rapport au système de ces points » l'invariabilité de forme de c^ 
système aura évidemment lieu si les distances de l'un quelconque de 
fes points à touf les autres , sont des quantités constantes ; et cette 
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= ifii. Sî chacun des points J et B est sollicité par plusieurs forces^ 
(en Conservant l'hypothèse des actions de toutes ces forc^ dans uiy 
même plan ) on composera chaque grouppe en une force unique et ort 
appliquera le raisonnement précèdent aux deux résultantes ^ en obser-* 
vant que, d'après lésait. 68 et 69, les directicms de ces deux résultante^ 
doivent se trouver dans un même plan avec les directions des forces 
qu'elles remplacent* 

Ainsi la condition unique de l'équilibre d'un Système libre et de forme 
invariable y^ de deux points sollicités par des forces qui dissent dans 
un même plan, est que toutes ces forces puissent se réduire à deux 
forces égales agissant en sens opposés sur la ligne droite qui pint les 
deux points. 

is,2. Je passe à l'importante questron des conditions de réqnîlîbref 
d'un système de trois points. Toutes les forces appliquées au système 
sont supposées réductibles à trois forces agissant dans le: plan des troi^ 
points, et appliquées » chacune, à un de ces point». Soient -P'^ P^' et 
P'" ces trois forces ; je compose d'abord , P' et P^^ en une seule force? 
ITj appliquée au point de concours de leur» directions, et je corn-* 
pose ensuite JT et P"^ en une seconde force aussi appliquée au point 
de concours de leurs directions ; mais , l'équilibre étant supposé avoir 
lieu , cett« seconde composante doit être égale à zéro, donc les forces* 
P'" et II doivent être égales et agir en sens opposés snr une même 
ligne droite; et comme, par hypothèse, la force II est dirigée sur le 
point de concours des forces P^ et P^' ^ la direction de P'" doit aussi 
concourir au même point ; donc les directions de P' , P" et P''' doivent 
se rencontrer en un point commun.. 

Voila une première condition, parement géométrique , qu'il s^agit 
^ d'exprimer analytiquement, et, cette condition étant assurée, on n'aura 
plus qu'à ajouter à l'équation par laquelle elle s'exprime, les équationt 
de l'art. 72, relatives à l'équilibre d'un point (en ramenant ces éqfua- 
tions au cas de deux dimensions) puisque, sans rien changer à l'état 
du système, on peut considérer les trois forces qui représentent toute» 
telles dont les actions combinées s'exercent sur ce système ,. comme 
appliquées à leur point commun de concotirs. 

1^3. Voici un moyen simple et direct d'énoncer analytiquement 
la condition qui , réunie & celles de l'art. 72 j, assure l'existence db 
l'équilibre» 
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Soient Cf W y C'^ B'^^yCE'" trois lignes droites, qu'on suppose Fîg.7 
être les lignes de directions de trois forces P^ y P" y P'" y tracées dans 
le même plan , H étant le point de rencontre de la i ^'«. et de la ^«me^ 
et /C le point de rencontre de la i ^^ et de la 3^™®. ; traçons , dans le 
plan qui renferme ces lignes, les axes rectangulaires AXy AVxeti!» 
contrant leurs directions en C yd^ y O" j de l'origine A menons sut 
B'O y B" C'y ex B'" C" les perpendiculaires AP' y AP"^ AP'"i 
enfin traçons les hypotfaénuses A H yA K^ et faisons 

Angle B' a X^a! } AngltB'' C'Xt^a'' j Angle W'' 0'' X^<i'''\ 

Angle ÛAX=0'j Angle KAXt±iff^. 

AP'^p'j Af/'^p''s AP'"^p"'. 

Les triangles rectangles AP^Het AP'^ffj AP'K etAP"^Ky donnent 

yip" ;: sin. a HA : sîn. a' HA n sin; (^-«^ : sin. {û'-^a") 

/ : p"' ;: sin- CKA: sin. O'^RA :: sin. {ff'^a!) : sin. {ff'^o!") 

d'où on déduit les équations 

p' _ %m.{0'^af) / _ sîn. {ff'^oif) \ >.. 

p" ~ sin. (^-a'') ^ p'"~ %m.i0"—a"')l ^ ' 

et pour exprimer que les lignes C B' y C B'' y C" B"^ ont un poîpt 
commun d'intersection^ il suffit de faire, dans les équations précédentes j 
ffz=iff^ y condition qui assujettit les hypothénuses A H et AK à se 
confondre en une seule ligne j et par conséquent les points d'intersec- 
tions binaires, H et K j à se réunir en un seul point d'intersection 
commune* 

Faisant donc ^=^'=^^ développant, d'après cette hypothèse, 
dans les équations (A)^ les sinus des différences entre deux arcs , ei| 
^inus et en cosinus de ces arcs, au moyen du théorème 

sin. (û — a) =sin. ^cos. a^^cos. ^sin. a y 

et divisant pour cos. Û y ces équations fournissent, sous deux formes; 
Tes valeurs de tang. ûy qui , égalées entr'elles , donnent pou;p l'équation 
de condition cherchée , 

(R\ ^ *''^' a'^'^p'' sîn. ût' p' sin. a!"^p'^^ sîn. a' 

^•^ • • • p' COS. oL"^p" COS. a' "^ p' CQS.a"'^p''' tos.a' 
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Cette équlttîon peut être remplacée par les équations C^')^** substi- 
tuant dans celles-ci, & chacun des angles ff et ff' un même angle 0. 

1^4. L'existence d'un point commun de concoure des directions de 
tîois forc<« qui agÎ!lsent suivant O B' , C B" , et CB"' étant ainsi 
assuré^ et le plan qui renferme ces directions étant supposé être celui 
des xjy sur lequel on compté les a? de -^ en Jf, et les ^ de -^ en Vj 
les équations de Tart. 7 a donnent , en observant que la composante Z 
n'existe point lorsque toutes les forces agissent dans le plan xy , subs* 
tiquant pour X et -T leurs valeurs, données art. 63 % et observant que» 
dans le cas dont il s'agit ici , cos. ffz=z%ïn. a! etc, 

!J?[ cos. a! + F" cos. a!' + P"' cos. a!" z^ o 
P' sin. a'^P" sin. ii" + P'"f^in. 0!"^Q \ 

126. Je multiplie la première de ces équations par sîn. 0, la seconde 
par cos. 0j }e retranche celle-ci de l'autre, et d'après ie théorème dd 
trigonométrie, cité et employé dans l'article ia3, )*obliens l'équation 

{D) . . . P' sxn.{0-a')+P'' ^m.{0^a")j^P''U\n.{0-a''') = o 

j'élimine de cette équation, sin.(^— a'^) et sm.{0^af")^ paV les 
équations {A), (en faisant dans celles-ci 0^=0 ^ ^'=^)» ^\ divisant 
par sin. (^ — a') il me vient, 

(£) P' p'j^P" p" ^P'" p"'^o (*> 

équation qui peut tenir lieu, soit des équations (>^), soit de Téq^iation 
(fi) de l'art. 1^3, et qui, réunie aux deux équations de l'article précé- 
dent, exprime complètement les conditions de l'équilibre du système 
de trois points sollicités par des forces agissants dans le plan qui rei\« 
ferme ces points. 



(*) J'ai donné, pour la première fois, dans ma Mécanique philosophi^vc ^ 
art. 63 y l^analyse par laquelle J€ parvîeni à c^tte équation 5 les consé^ences 
qiie j'en a! tirées dans cet otivrage^ et qu^on retrourera dans le présent traité , 
et, en général , la manière dont j'ai expliqué et interprêté les équations de condi- 
tion d'équilibre, m'oat fouraî le moyen de dégager entièrement l'exposition de 
la statique , des constdéralioos de mourraient qui 7 étaient ordipairenietit îu^ 
troduites 5 je crois , en cela , ayoir reâdu un service aux études élémentaires. 
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ta6. J'ai supposé, dans l'analyse précédente, que les angles a' jof' et 
a'^^ avaient tous des sinus et des cosinus positifs , mais il est bon de 
remarquer que quelques soient» dans chaque cas particulier » les combi- 
naisons tles signes de ces sin. et ces. , d'après les directions et les ttm 
à'aetîotiè* des forces > les trots ^inus n'en * disparaîtront pa$ moins de 
l'équation (Z?) , quand on y aura introduit les valeurs de deux d'en- 
tr'eux en fonctions du troisième , et cette équation se réduira , dans 
tous les cas» aux signes, près, à l'équation (£)^ qui ne renferme que 
les produits des forces par les perpendiculaires menées sur leurs direc«* 
tions d*un point donné dans le plan qui renferme ce» directions. On 
est donc assuré que, pour toutes les combinaisons possibles de directions 
çt de sens d'actions, compatibles avec l'équilibre, les conditions de cet 
équilibre, entre trois forces, seront exprimées complètement par les 
équations 

P' cos; «'-4- P" COS. a'' + P"' cos. m"' ^o 
P' sin. a' + P" sin. di^ + P'''co$. a'^' ^o 
P' p' 4. P'>" H- P'^' pf'^ ^ 

lay. Les signes des cosinus qui entrent dans la première de ces trois 
équations se déterminent toujours de la manière prescrite art. a5 ; quant 
aux sinus, il faut observer que sin. a j lorsque les forces agissent dan$ 
un même plan , est substitué à cos. ff qu'on introduit dans l'analyse 
lorsque ces forces ont des directions quelconques ( voyez la notation 
convenue à l'art, cité ) et doit par conséquent, avoir les même signes 
dans des circonstances analogues. 

Cette conilitîon sera remplie en prenant positivement les arcs a j 
lorsqu'à partir, de leur origine , sur l'âxe des j?' j ils s'accroissent en 
commençant par traverser l'angle des x^ etjr' positives, et en les prenant 
négativement lorsqu'à partir de la même origine ils sont supposés s'ac- 
croître , en commençant par traverser l'angle des j/ positives et y' 
négatives. • 

Ces distinctions sont inutiles, quand il s'agit des cosinus, parceque 
les arcs de même valeurs absolues » positives ou négatives, ont toujours 
des cosinus de mêmes signes ; et voila pourquoi j'ai dit qu'on ne doit 
tien changer à ce qui a été convenu art. a5 , relativemeqt apx signes 
de ces espèces xte quantités. 
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Valeurs des produits des forces par les perpendiculaires menées, de iVriginé ; 
sur leurs directions, en fonctions des coordonnées des points d'applications 
de ces forces, et des angles qu'elles font avec un des axes Coordonnés. Signes 
de ces produits. Détermination de la résultante de deux forces parla con«» 
paissance de leurs points d'applications et des angles qu'elles font arec ua 
axe pris dans leur plan* 

f^g- 7 iê8. Il est nécessaire, avant de passer aux conséquences de la théorie 
précédente, d'avoir les valeurs de perpendiculaires p' , p^' ^P^'' ^ sous Une 
forme qui rende manifeste le signe de chacune dVlles. Soient M le 
point d'application de la force P% qui agit suivant la ligne C Iff , 
dans le sens C B' y AQ^X Ç Mses coordonnées x^ et jr, j je mène la 
ligne ÇA^perpendiculaireà Ci?' et par cotiséquent parallèle à -^P', et >^0 
perpendiculaire k Ç N ou parallèle à O B' s cette construction donne 

Angle N Ç M= An^le O A Q= Angle M C Q=a' 
AP' = ÇN'^QO:=:QMx cos- a'^A Çx sin. af 
et substituant le^ valeurs analytiques 

p^ ^^Ji COS. a' «^ Xf sîn. a! 

\%f). Le signe de /?' dépend des signes des quantités x^^y^y sîn, «'j 
^os.af ejt des rapports entre leurs valeurs absolues ; ainsi ^ par eimple^ 



lorsque a' sera un angle aigu,/?' sera positif tant qu'on auraj^,>a?, 



sin. af 
COS. a' 



ou tant que le point D d'intersection entre la direction de la force P' et 
J'axe des j-j sera, comme dans la figure , du côté des^ positives, part 



sin. a' 



ce qu'on a ^ 27=: j*, — o?^ 1— . . Je rapporterai bientôt tout cequî 

concerne ces signes à des considérations simples et générales, 

i3o. En nommant x„, y„ } x,n»yui> respectivement, les coor- 
données des points d'application des forces P" et P'" ^ les condition^ 
de l'équilibre entre ces trois forces, peuvent donc être exprimées paf 
les trois équations suivantes. 

P' co«. a' -f P" cos. a" + 1*'" cos, «'" s= 
P' sin. a! + P" sin. a." jy P'" sin. a'" = o 

P'(y, cos. a! ^a?,sin. «' ^ -f P" Cj'// cos. a''-.a?„8in. a," \ 
+ ^"' r^„, cos. a '- - o-,,, 9in. «"';=p 

i3i 
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i3i. D'aprts ce qui a été démontré précédemm^eiït , l'une quelconque 
des trois forces en ^équilibre ét&nt supposée agir dans Hin^^ns contraire 
à 'Celui de; son éfibrt actuel , deviendra la résultante des deux autres, 
et, réciproqueinewt^ tn inversant le sens d'action de la i^ésultante , on 
fait équilibre aux deux tx)m posantes. Supposofis que jR soit la résultante 
de P^ et P^'j .r et j^ les deux coordcmnées de son point d'application, 
et a l'angle qu'elle ùài avec Taxe des x ; les expressions, B sin. a, R cos. a , 
/î(y COS. a — .rsin. a)j devront en changeant leurs signes, et en les 
introdfuisant , a|>rès ce changement, dans les équations de l'art, pré- 
cédent, à la place des expressions semblables qui se rapportent k la 
force P''' ^ reni|>lacer ces demiëres à tous égards. Faisant donc les 
substitutions indiquées on a 

H oos. a = -P' co^. ft' + P'^ oos. à" 

R sin. a :=;: JP^sin. a' + P' sin. a" 

R {y COS. a — x sm. a) =; P' (/, cos. a! — x^ sîn. a!) 

+ P" {jfi ^^*- ^'^— '2?,, sin. a") 

1 32. Désignant par X, ¥ ei fi^ respectâvement , les j2«"*", membres 

de la première^, de la deuxième et de la troisième de ces équations, on a 

X Y 

R =; KA'* + r» j COS. OLi^—'j sin. a ;;? -— . 

r a 

i33. p étant la longueur de la perpendiculaire abbaissée, de l'origine, 
sur^Ia direction de /? on a (j^ cos. a --a? sin. ol)^=P et tout est déterr 
miné par les trois équations 

J\ li 

t34. Ces équaHons laissent ind^-terminées la position afcaoiue dupoint 
d'«|pplicaftdfi delà résultante et donnent seulement lelieurgéométrîque 
des jpoims de sa Irace^iet., en effet , si on suppose qne la ligtie de direc- 
tion 4e R soit une ligne «matérieUe liée aux points d'applications des fordes 
P' et P" ^ on pourra concevoir R comnre appKquée à un point quel* 
conque de cette ligne sans que rien sdit.obangé à l'état do système. 
i35. La problèffne (^ .|e y'i^i^ .de rendre €t Je .mémet,'au. fapdi 
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que le problème fondamental résolu art. 41 et suivant; mais on sup* 
posait, dans l'article cité, que le point de concours des deux forces 
était connu, et ici on substitue à cette . donnée , d'autres points pris 
sur les directions des forces ; c'est par ce simple changement de données 
qu'on déduit, du principe élérîientaire de la composition des forces, des 
équalions qui servent ensuite à la formation de toutes celles qu'on em- 
ployé pour la solution des problèmes de la mécanique analytique. 

Composition et conditions de l'équilibre de plusieurs forces agissAot sur un plan 

matériel , et ayant leurs direction dans ce plan. 

ï36. Lorsqu'on a à considérer un nombre indéfini de points d'ap- 
plicalion des forces, compris dans un même plan, et dont les distances 
respectives sont invariables, on peut supposer que ces points font partie 
d'un plan matériel , ou d'une enveloppe plane infiniment mince et 
inextensible ; rien n'empêcherait, même, qu'on ne les regardât comme 
tenant k une des sections planes d'un corps de figure quelconque et de 
forme invariable ; d'après la manière dont nous envisageons les sys^ 
tèmes de corps, en statique (art. 35) tout ce que nous aurons à dire 
sur la composition et l'équilibre de ces forces s'applique indistinctement 
à ces diverses hypothèses. 

j3y. Soient P, , P„ ^ Pfif j ^tc. les forces qui agissent sur un plan 
matériel, et dont les directions, sont comprises dans ce plan; a^^a^^^ 
<if,iy etc. les angles respectifs que font ces directions avec un axe fixe , 
fracé sur le même plan et que je prends pour axe des çç. Nommons 
•T/ } JtJ ^n yjit S ^m y^in^ ^^^- l^s coordonnées des points d'appli- 
cations des forces , p, ^ p,, ^ p,,, etc. les longueurs des perpendiculaires 
menées de l'origine des xeij' sera leui-s directions, chacune des quan- 
tités désignée par une des lettres 0Lj(v^j^p,s^ rapportant à la force 
P qui a le même numéro d'accentuation qu'elle. 

i38. Pour 'trouver la résultante de toutes ces forces, je commence 
'p^r en composer deux, prises à volonté; soient P'etP" ces deux 
forces. H, leur résultante dont là ligne dé direction , tracée à une 
distance sr^ de l'origine des x ^ fait, avec l'axe des a? ^ un angle yi^ ^ 
et iz les points de sa trace rapportés , sur le plan matériel , aux deux 
coordonnée^ oîî et ^j* on aura d'après l'art. 1 3a 

^ //,« { < P, Gos. «,-+ P,>'eo8ï a;; >*+ ( «y èîrt a, +'P„ $in. a„ y |t 
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. JP, sin. a, + P„ sin. a„')x+ P, p, + P„ p„ 

• p, COS. ûr, + P,, COS. a,, 

Je compose maintenant JT, avec P,„^' je nomme 77,, la résultante 
de ces deux forces, yf„ Tangle que fait, avec Taxe des o?^ cette résul- 
tante , dont la ligne de direction , rapportée aux coordonnées x et y y 
est à une distance ^„ de l'origine des ic ^ et j'ai 

•^// = I ( ^/ cos- ^1 +Pfff COS. a,„ )^ + ( iZ; sin. ^, + P,„ sin. a,„ ) | * 

^ Hf COS. -^, + P„, COS. a„, 

On trouverait encore en composant Tiff avec P„„^ désignant la ré- 
sultante par Hfft^ et par -^,,, ^ et :r,,,, son angle avec Taxe des a?, et sa 
distance à l'origine dès x 

IItn^\ m,, cos- -^//+'P////C08. a„„)a-h(/7'„sin. ^^,4-/>„„sin. «„„)« |» 
,._ (-^// sin. A„ -f P,„, sin. a,,,,) a? + ^// ^^/ + P un Put, 

//,, COS. ^„ + -P//// COS. (Z,„^ 

et ainsi de suite , quelque soit le nombre des forces ; mai& d'après ce 
qui a été démontré art. i3i on a 

77, C08. ^f ac= P, COS. a, + P,, COS. <z„ 

77, sin. j4, =s: P,, sin. a, -+- P„ sin. ce,,» 

77„ cos.-/^„=77,c. ^,+P,„ c. a,„=P,c. a,4-P„ c. ûî„+P,„c. a,,^ 
II „ sin. ^,,=77, s. ^, + P,„ s. a,„ = P, s. a, + P„ s. a„ + P„, s. or,,, 

etc. etc^ 

iSp. D'oiï il suit qu'en faisant, pour atréger 

P, COS. a, + P,, COS. (3t„ -(- etc. = X ' 

P, sin. a, ■+- P„ sin. a„ + etc. = V 

PiFi'^Pii + Pi^Pn-\-^^^^ =^ (Pp) 
désignant ïa résultante générale par /î^ la distance de sa dîrectîôft k 
l'oHgine des x par r^ les coordonnées de sa ligne de direction par^ 
tijTj et l'angle qu'elle fait avec l'axe des x par a ^ on a 



\ 
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jR COS. a «= X 



d*oîi , Cil ehfiployant la valeur r = j cos; a — x sîp. a == — ^-^ 



^^ X ' ' ' ' 



çt.on pourra > dans ]a aemc, équation, substituera 2 {Pp) sa valeur 
P, {jr, COS. a^-^Xf sin. a,) + etc. ou -S j P (jK cos. a-^^o? sin. a) } en 
observant que les x ^\y qui sont sous le signe !^, et qui représentent 
les coordonnées particulières des différents points d^application de* 
forces du système, nç doivçnt pas se combiner avec îes coordonnées 
X et jy qui ^onten dehors du signe, et qui appatiennent exclusivement 
à la ligne de direction de k résultante. 

1 40. Une des conséquences de ranalyse précédente est , qu'en général 
on peut composer en trne forée iinique un nombre quelconque de force» 
agissants dans le même plan ; il est cependant des cas particuliers oii 
cette espèce de composition ne peut pas avoir lieu ; Je traiterai ces cas 
quand j'aurai exposé la théorie à^% forces parallèU^. 

Conditions de l'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliqées à un 
plan matéorel, et agisiants dans ce plan; «observations sur ces conditions. 

141. Pour introduire dans les équations (y^) de l'article 189 la 
condition de l'équilibre des forces, il faut énoncer que leur résultante 
Iiz=:o j cette condition donne X^4-F^=ïo^ mais cette «omme, com- 
posée de deux quarrés essentiellement positifs, ne peut pas être nulle 
sans que chaque carré ne le soit en particulier^ et j'ai déjà fait, art. 72, 
la même observation dans un cas semblable y ainsi on a A'=o et J^=o ; 
ces valeurs, introduites dans la secomie équation (jB) de l'art. 189 , 
mise sous Wiortne^ X—Vx=^S(Pp)yàonwiït S (Pp )i=io,^i 
4)0 a pour les ^ou^itiçns complètes de l'équilibre , 

x^o j r^o s £ (Pp) 
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142. Ce système d'équatioiis di({ere de celui, par lequel on exprima 
lesci^iiditioa de l'équilifaiFf-, Iprsqqe toutes Jes. forces aont appliquées 
à un même point 9 p^F Véqyàtlon S {Bpi). zs^^ç-^ Q^\^i i>'exiate pjia dans faa 
cas cité; et il est manifeste , par la manière dont cette équation à été 
formée» qu'elle doit nécessairement èt^e réunie aux deux çulres, si on 
veqt , par Pensemble des trois équations^ exprimer que toMtes le« 
forces, doQt on a à vérifier Véquilibre^ peuvent ise réduire , k deux 
forces égales et agissait en sens contraires; c'çst IV*tat où doivent ètne| 
i^spectfvement » Pavant -dernière des composantes i7 et la demie ri^ des 
forcée P art. 1 36, Oq poiirrait , partageant les forces à colmposer en 
deux groupes, arriver à deux composantes II qui seraient dans le 
même cas, et chaque composante H suppose, indtspensablement > 
Pexistepce d'une équation cie la (orthe- y XT-go-Yrs^S^P /z), i 

148. Puisque les équations de l'art. 189 n'énoncent, dans le fund^ 
autre chose s'non que les forces du système peuvent se réduire à deux 
forces égaies, et agissant en sens contraires, il est clair que lorsque cettef 
propriété, qui tient exclusivement au système des forces considéré en 
lili ïpéme, se trouve véri(îée pour une certaine pofsîtfôii dés axes coor- 
données, elle doit se retrouver df^ns tous les changemipnts de .positions- 
qu'on peut faire subir à ces axes. 11 est aisé de donner une démons- 
tration immédiate de çet^te proposition. Supposons qu'un nouvel axe' 
des a?'fasse un angle a avfç celui sur lequel op a établi les équation» 
de l'art. 189, les termes qui , pour ce nouvel axe, répondront aux sommes 
P, COS. a^ + Pff cos. a,^4retc. P, sin. a, -fF,, sip* .4|,+ etc. seront 
P,cos. (a, — a)-j-.P„ cos. (a„ — ^z) + etc. j P,s\n. (a,—a)-+P,^s\n. 
(a„ — /7 )-f-etc. , ou, cos. ^z(P, cos.a,-f.etc.)4-sin.^z(P, sin. (af,-f.ctc.)f 
cos. n ( P, sin. a^ 4- etc. )-*-sin. « (P cos. <z, + ctc.) et tous ces produite 
sont nuls dès qu'on suppose P, cos. a, + etc. = o, P, sin. a,-+-etc. = o, 
ou , yf=o et y=zo j ainsi lorsque ces deux équatîôns existent par 
rapport h deux axes rtpctangulaires quHcoWquès , pris dans le plan des 
forces , des équations de même Forme existent pour des axes rectangu-» 
laires quelconques pris dans le même pïan. * 

Supposons, maintenant, que la nouvelle origine, ou que le point 
d'intersection de cc« derniers axes , soit à une distance p de l'origine 
ancienne , ou de l'intersection des axes primitifs ; désignant par (9 
Pangjc formé par celte ligne p et par la direction d'une des forces P^ 
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dont la distance à l'origine ancienne est p ^ on aura, pour la distance 
de cette direction k la nouvelle origine» P+P ^^"* ^^ ^^ ^ i^P ) ^^^ 
représenté par Z (Pp ) +p S { P sin. ^);mais, d'après ce qui vient 
d'être dit, si on rapportait les directions des forces à l'axe f on aurait 
2 {P sin. ^)= o, S (P COS. ^) =o , donc la somme des produits des 
forces par les distances de leurs directions à la nouvelle origine ( qui 
est un point pris arbitrairement dans le plan des forces ) est égale à zéro, 
puisqu'on avait Z (P p) =o par rapport à l'origine primitive. 

144. Une conséquence de tout ce qui a été dit depuis l'art. 141 , ana- 
logue à celle que renferme l'art. 140, est qu'on peut, en général , faire 
équilibre, avec une seule force, à un nombre quelconque de forces 
agissant dans le même plan , excepté dans les cas dont il est parlé à 
l'art, cité et qui seront , aussi , traités après la théorie des forces^ 
parallèles. 

Conditions do l'équilibre d'an nombre quelconque de forces agitsant sur un planr 
matériel qui renferme leurs directions, lorsqu'un des points de ce plan est fixew 
Pression qui s'exerce sur le point fixe. Trouver la force unique , qui , dans 
cet état du système, peut, suivant le sens dans lequel elle agit, être substi* 
tuée à d'autres forces , ou leur faire équilibre. Indétermination du problème. 

145, L'intensité et la direction de la n'sultante des forces qui agissent 
dans un même plan sont données art. iSç par les équations 

„ , Yx 2{Pp) 

et il est évident, s'il se trouve un point fixe sur la direction de cette 
résultante, que son effet sera annullé, et que le système se trouvera 
en équilibre autour de ce point. 

D'une autre paît tout point fixe, qui ne serait pas sur la ligne de 
direction de la résultante, ne rendrait pas son effet nul, car un point 
matériel, pris sur cette ligne de direction ^ étant assujetti à décrire un 
cercle autour du point fixe, l'équilibre ne peut pas exister d'après ce qui 
a été démontré, art. ici et suivants , si la ligne et le cercle ne sont pas 
perpendiculaires l'un à l'autre, c'est-à-dire si la ligne ne passe pas par 
k centre du cercle ou par le point fixe. 

La condition unique d'équilibre, autour d'un point fixe ^ est donc la. 
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position de ce point sur la direction de la résultante ; pour énon* 
cer analytiquement cette condition , j'observe que le terme constant 

Z(Pp) , ,,, . Fx S (Pp) , , 
^ ' ■ de l équation^» --:^r-4' ' ' est la valeur, mesurée 

sur Paxe des jj^^ de la distance de l'origine des ^ et j^^ k la ligne de di- 
rection de la résultante; ainsi, lorsque cette origine est transportée sur la 

direction de la résultante, on a — ^ =0 > ^^ partout ailleurs — ^ ■ ^ - 

a une valeur fînie ; or cette même origine peut être un point quelconque 
du plan dans lequel agissent les forces, donc la condition spéciale et ex* 
clusive, qui, lorsqu'elle est remplie, assure la position, sur la direction 
de la résultante, d*un point quelconque, pris dans le plan des forces, 

s'énonce en disant que — -^ =o, bien entendu que les distances p 

ont ce point pour origine commune. 

146. Divisant par X^ on a pour les conditions de l'équilibre, autour 
d'un point fixe situé dans le plan matériel qui renferme les directions 
des forcée, l'équation unique 

I 

le point fixÇy lorsque cette équation a lieu, se trouvant nécessairement 
sur la résultante et ne s'y trouvant que dans ce cas. 

147. Cette résultante a pour valeur j/' jc^ -\^ y» j c'est la force dont 
le point fixe anhulle l'eOet, c'est, par conséquent, l'effort qw'il a k 
supporter. 

14S. Il est k remarquer que cet effort e«t égal à celui que le point 
fixe aurait à supporter, si les forces du système lui étaient infimédia- 
tement appliquées, chacune parallèlement à sa direction; car, dans ce 
cas, la résultante serait, art. 69, identique en iptensité, direction et 
sens d*actîon , avec celle dont, ie viens de donner la valçur. 

149. Lorsque le point fixe ne se trouve pas sur la direction de la ré- 
sultante, l'équilibre n'a 'pas lîeii , ainsi que je l^ai dît précédeinnient ^ 
c'est-k-dîré que^ par rapport à ce point , S {Pp) est une quantité finie, 
'positive ou négative; soit r la distance, à ce même point^ dp la dircc- 
tîôn d'une force R/ei posons l'équation Bi=S {Pp)'i en se donnant 
';arbi'trâVréftïèn!^ï*tiAe"dÂ quantrtés iï ou r^ Vautre sera connue, et l'équ^v 
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tion S ( Pp )'^Rrzz:Of nous apprend qu'on aura un systèm^e en vqiiu 
libre V en ajoutant aux foixes données une nouvelle force JR agissant k 
une dislance r du point -fixe. . ; 

î5b. Imagîi^oïis un pôlw d'àffêtà rê^trémké de r ^ qui empêche le 
système de tourner autour de l'origine^ si la force /{agissait seule elle 
presserait ce point avec son énergie entière parceque sa direction étant 
perpendiculaire sur /\, elîc ne fait , art. Sy, aucun effort sur le point fixe 
et h'épr0uve pèti- consix^uefit «uculhè réfaction de sa part^ mais i'équatTon 

S (Pp) uu. /?r=pô dôtftte •/?B= — 1-ZJ éoticlc ^lysfcifie tfes forces P' j 
P^' etc. fait contre un obstacle , placé k une distance r du point fixe, 

y^iPji) 

un éffôit i^àfl à ^ ^ ^ ^ c>st la valeur de la forcé qui , à la distaïice r 

< 

du point fixé, peut remplacer les forces P' ^ P^' cic. quant aux effets 
compatibles avec les conditions du systèi^ie. 

i5i. Il y a, comnte on voit par Part. 149, une infinité de forces qui , 
placées aux distances convenables du point -fixe, peuvent faire équilibre 
aux forces qui agissent autour de ce points; mais ce n'-est pas là toute 
l'indétermination du problême , car ime force R qui , agissant à la distance 
r du point fixe , établit l'équilibre , peut aussi le maintenir en faisant 
tous )eà angles possible àveb une ligne donnée de position dans le .plan 
des forces, pourvu que la direction de cette force reste tangente au 
cercle qui a le point fixe'pour centre et r pc^r rayon, et que son action 
s'e'xércfè tôujouris'dansle même ^eris sur la circonférence; et Cet étjui- 
libre sera encore maintenu en supposant que les autres forces du s^ys* 
t&rtiè subisi^nt tbnirxie la force. î?^ tous les chàngenients de directions 
pôSfeiblts, pourvu que ce soit souis les mêmes cohdilioiis. En effet, consi- 
dérait successivement tous lés points du 'cercle qui a r pour rayon et 
\t p'ôtftt fixé pour centre, cointne les points d'applications de la force R, 
et examinant lés, signes que peut preridre,.dans chacun de ses quatre 
quarts , I9 valeur V C09» ar-a? sin. a de r . (^x etj- étapt les coordonnées 
du point d'application , comptées du point fixt, et a l'angle formé par 
î^ et par VsiTte dés x) ^ égard aux chapgeme'nts dé sigftes de Xy^^ 
COS. àj él siYî. a^et en s*'inxposknt les conditions ci-dessùs as^i^nées, oh 
jp^ut aîsémèrit Vaîjsut^er que l'expressîôn^ cos. aT--îrsin.,a.çoijserve, .à 

tous 
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tous; les points de la circonférence , le même signe qu^elIe a k un dé 
ces points. « 

i52. Soit , ji\e point fixe, jiXetji Fies axes des x et^ positives, Fig, 8 
H Au rayon ji CtszABzszTj décrivons la circonférence CBED j je 
dis que^ si une force agit tangeqtiellement à ce cercle dans le sens A' T^ 
Texpression j^ cos. a — J'sin. a sera positive k tous les points de la circon-^ 
fêrence, en donnant à cos. a et sin. a des signes conformes à ce qui a 
été dit art. aS et 127. en effet, faisant APtszxet P A' ^=^yy on a, dans 
le quart <le cercle CByjy x et cos. a positifs, sin. a négatif^ dans le 
quart de cercle B E^ x est positif , y^ cos. a et sin. a négatifs^ dans le 
quart de cercle E D, x^y et cos. a sont négatifs , sin. a est positif; enfin 
le quart de cercle D C donne, x négatif, jj cos a et sin. (t positifs, et ob - 

se;rvant qu'on a» dans tous les cas^ aux signes près, cos. a=T='— ^t sin. a =?— ^ 

l'expression^ cos. a^-^x sîp, a est, à un point quelconque de la circôni» 

il^rence égale 4^^^^ — — =sr. 

. Le même raisonnement, appliqué au cas oii la force agit dans le s^ns 
A' ly y fera recopnattre que l'expression j^ cos. a — x sin. a est négative 

à tous les points dé la cîrconfi^rence, ou qu*elle se réduit à— '^ . ' 

i53. J'ai rapporté, pour plus de facilité, les coordonnées x ét^^à 
des points pris sur la circonférence du cercle J7£Z7C^ mais mes réi* 
sultats n'en sont pas moins généraux , vu que, pour une direction et un 
seiis d'action déterminé d'une force, l'expression j^ cos. a^^x sin. aine 
change ni de valeur ni de signe quelque soit le point de sa dirécitoB 
aaquel^e rapporte les coordonnées xetyj c'est ce que rend manifeste 
la construction sur laquelle la démonstration de Tart. ia8 est fondée. 

164. Ainsi ayant un nombre indéfini de forces, 5ur les direct iong 
desquelles on abaisse des perpendiculaires du point commun Aj pour dé^ 
tffrminer, sur le champ, les signes des produits Pp qui appartiennent 
à. ces forces, on imaginera des cercles ayant le point A pour centre^ 
et pour rayons les différentes li ffie pj et Pp^ pour chaque force, sera 
positif ou négatif, respectivement, suivant que l'action de la force sur 
U circonférence h l^McUe ça direAtion esttajcigente, aura Heu danslfl 

» 9 
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s^ïïsB EpC oxïB CDE. On voit que le signe d'un produit P/; dépend 
du sens dans lequel la force P tend à faire tourner le système. 

dette m£^ni<(rç. def >déteraii|ier le signe dç Pp^ ne suppose pas durtput 
que le ' point jé aoit fixe » et ^'applique tout aussi bien à un systèmq 
libre qu'à un sytcéinle qui-nei'e^tipad; ^lle peut donc être employée dans 
la vérification de la troisième équation {j4) de l'art. 189 , et de la 3'™*. 
équation de l'art. 141. Ces troisièmes équations se vérifiem, par consé- 
quent, indépendamment des directions absolues des forces autour des 
cercles sur la circonférence desquels elles agissent; mais les i«"». pt a**^*, 
équations» qui leaacompagnent, introduisent» dans Panaly^e» les exprès* 
iions et tes conditions relatives aux directions effectives de ces forces* 

Les détails dans lesquels ye viens d'entrer, renferment les considéra- 
tions simples et générales que j'ai annoncées à la fin de l'art. 129; ces 
considérations se déduisent ordinairement de la théorie du leçier, dont 
l'art. 145 et les suivans offrent les principes généraux; je ferai voir, par 
la suite, comment elles sont liées, à cette théorie, mais il était bon de 
les obtenir d'abord, comme conséquences immédiates des premières 
notions de l'équilibre. 

i55. Les exceptions dont j'ai parlé art. 140 et 144 n*bnt point lieu 
dans ïe cas d*équilibre autour d'Un point fixe que je viens de traiter, et 
cet équilibre peut toujours s'obtenir s^m moyen d'une seyle force , celle 
dont îe produit par la distance de sa direction au point fixe a une valeur 
égale à la somme ^ ( Pp ) ^ fournie par les forces appliquées au système , 
et un signe contiraîre à celui de^ cette somme. 

i56. Otte force qui. établit réquilibré étant, comme on a vu , suscep« 
tible dHim nombre indéfini de valeurs, lorsqu'on place sa ligne de direction 
k différentes distances tài; point fixe,, et iamèoie indétermination ayant 
Keu pour Pune quelconque des forces appliquées, au système, ensorte 
qu'on peut, sans rien changer àla valeur ni au signe deZ(Pp)^ substitue! 
«ae. force arbitraire Hk l'une quelconque de» forces P ^ pînxtiu que-ZT 
agisse k une distance jr du: point fixeet; dans on sens tel 90e UjrttPp 
doient ait même valeur et de même signe, il résulte de cette possibilité 
de&tre iiavier aj-bitraîreihènt les intensités et lesi directions, de plusieurs 
forces en équilibre autour d'un point fixe, que la pression de ce point 
fixe, dont j'ai do«iné, art. 147, l'expression générale, applicable sm ca^ 
tmUé depuis fart. 145, est susceptible d'une infinité de valeurs compa^ 
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f îbleS aVeC Tequllibre. Elle a un maximum et un minimum , sî on con-» 
serve à chaque force son intensité et sa distance au point fixe, et peut 
Varier de zéro à l'infini , si une ou plusieurs forces du système sont 
remplacées, avec les conditions prescrites ci -dessus. On peut aussi 
se donner pour condition que la pression du point fixe ait lieu dans 
une certaine direction et dans un certain sens. Les questions qui naissent 
de ces observations et qui intéressent , particulièrement , la mécanique 
appliquée, sont aisées à résoudre, d'après la théorie exposée dans les 
art. précédents^ 
• 

Des moments. Leurs défiuitioni^; moment maximum y pour chaque point d'ui^ 
système : Composition et décomposition des moments analogue à celle de# 
forces. Moment minimum maximorum pour le système entier^ 

ïSy. Depuis que j^ai commencé, art. 117, à avoir égard à Vélendue 
et à \^Jigure dans les systèmes auxquels les forces sont supposées appli- 
quées, fes formules, relatives à la composition et aux conditions d'équi- 
libre de ces forces, ont constamment offert des termes de là forme Pp^ 
qui sont les produits des forces par les perpetidiculaires menées d'un point 
déterminé sur leurs directions; on a d6 remarquer que ces termes étaient 
introduits dans l'analyse par la soîutron du problême fondamental, art*. 
122, qui avait pour objet la recherche des conditions de l'équilibre d'un 
système de trois points, et qu'ils composaient l'équation servant à ex- 
primer la condition du concours, en un point commun^ des directions^ 
des trois forces appliquées à ces points. 

Ces produits i que nous retrouverons jusques â la fin du cdurs, tant 
dans les formules d'équilibre que dans celles du mouvement, s'appellent 
moments des forces ; le point fixe, origine commune de* perpendicu* 
Jaires menées sur leurs directions, est le centre des moments ^ et cr 
désignant ce point par A^ on dit que les moments sont pris par rap- 
port au pomt A. 

i58. J'ai employé, art. 89, le mot moment àaris une autre acception, 
et c'est même la première qu'il ait eue; mais lorsque j'aurai à parler de' 
l'espèce de moment j dont il est question dans cet article y je m'expli-' 
querai de manière k éviter toute équivoque^ 

iSç. On peut, au moyen de ce nouveau mot, énoncer^ d'une manière 
i^Drégée, les théorèmes que fournissent les interprétations de la troisiètiï»' 
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équation (^) de l'art. 189, de la troisième équation de l'art. 141, et 
lie l'équation de l'art. 146, en disant 1°. « que le moment de la résuU 
4r tante de plusieurs forces qui agissent dans un même plan sur un système 
^ libre ) est égal à la somme des moments des composantes; 2^. qu'unq 
f< des conditions de Péquilibre de ces forces est que la somme de leurs 
« moments soit égale à zéro. 3*>. que cette seule condition assure Téquif 
Hf libre autour d'un point fixe, situé dans le pljan des forces, lorsque le^ 
« moments sont rapportés à ce point. » 

160. On emploie aussi, en mécanique, les moments des forces par 
rapport à des lignes ou à des axes, qu'on appelle axes des moments i 
soit P une de ces forces , l'angle qu'elle fait avec \axe des moments y 
et r la plus courte distance de sa direction à cet axe, son moment ^ par 
rapport à ce même axe, sera P r sin. 6 s on sait art. 64, que P cos. 
et P sin. ^ sont , respectivement , les composantes de P parallèle et 
perpendiculaire à Paxe des moments. 

161. Enfin, lorsqu'il s'agit Ae forces parallèles ^ le produit d'une de 
ces forces P^ par la distance de son point d'application à un plan , est 
appelle moment de P par rapport à ce plan, l'angle que forme la direcr 
tion de la force avec le même plan, pouvant, d'ailleurs être quelconque, 
Souvent, dans une équation qui renferme des produits pareils, on subs- 
titue, aux distances normales ^ des distances mesurées sur des lignes 
obliques parallèles entr'elles. 

i6a. La force P faisant, avec les axes des x j y ^z les angles respect 
tifs a y 'G y y y voici comment on trouve son moment par rapport & 
chacun de ces axes. Supposant, pour fixer les idées, que les trois cosinus 
COS. a^cos. ^ y COS. y y soient positifs, ce qui , art. ^5, détermine le 
sens d'action de la force; je prends sur la direction de P y k partir de 
«on point d'application, et du côté vers lequel elle pousse ce point, 
une longueur égale k l'unité, et pour avoir, d'abord, le moment par 
rapport k l'axe des z y\ç projeté cette longueur sur le plan xy y et je 
«Tlène par l'origine de sa projection, qui est la projection du point 
d'application de la force, et par son extrémité, deux lignes respec- 
tivement parallèles aux axes des x et des y. Cette construction me 
donne un triangle rectangle dont l'hypothénuse, projection de l'unité 
de longueur, est le sinus de y s le côté parallèle aux x est le cosinus 
de d et le côté |>araUèlc aux^ est le cosinus de €. La perpendipdaîr e^ 
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menée de l'origine des x^ sur l'hypothénuse de ce triangle prolongée, es!;, 
égale à la plus courte distance entre la direction de P et Taxe des 2^ 
et , nommant r cette perpendiculaire , le moment cherché est,, art. ,i6p^ 
égal k Pr sin. a; il s'agit de trouver la valeur de r. 

Pour y parvenir, j'observe que le triangle rectangle dqpt je viens de 
parler, donne, pour le cosinus et le sinus de l'angle formé par l'bypothé; 
lîuse de ce triangle (pu par la projection orthogonale de la direction de 
la force sur le plan xjy) et par Taxe des x, les valeurs respectives . . ^ 

cos. a COS. if -, . ^ f% 1 

— : j —. • et on se retrouve dans le cas traité, art. 120, en ob- 

sm. y sin. y » 

/ ^ . / . . . . - cos. a cos if 

servant que cos. a et sm, a sont ici représentés par — : et -; . 

sm. y sm. y 

et qu'il faut , au point d'application de la force , substituer la projec- 
tion de ce point sur le plan xjyj on a donc, comme à l'article citéi 

cos. a cos. ^ , 1 1 r n i n 

r = y —: -.* X — ; et le moment de la rorce P par r^ipport a 1 axe 

*^ sm.^ sin. y 

, *. .. z r» • /Y CPS. a X COS. ^ V E, / ^v 

des z est, art. ioo,Ps\n.y(^ •-^ — : ) ouPiyc. a^^xc.o) 

sin. y sm. y 

i63* On trouvera, en raisonnant de la même manière sur chacun des 
axes, qud les moments de la fprce P sont , 

( des X P {^ COS. if— j- cos. y) 

par rapport à l'axe < des j^ P {x cos. y — z cos. a) 

[des -s . . , , . P (j^cos. a — a?cos. ^) 
expressions qu'il est bon de fixer dans sa mémoire.. 

Chacun de ces trois moments ne change ni de valeur nî de signe, quel- 
<jiies soient les valeurs àe x y y et z^ c'est-à-dire, quelque soit le point 
^e la direction de P où on suppose cette force .appliquée. Cette valeuf 
et ce signe pour un des moments en particulier, restent les mêmes si la 
ligne de direction de P change, de manière «que P agisse toujours tangen- 
tiellemeat à la suj-facc d'un cylindre ayant pour axe, pclui des axes coor- 
donnés auquel se rapporte le moment dont il s'agit, et pour rayon la 
plus courte distance dont le produit par la force constitue ce moment; 
il faut, de plus, que le sens de l'action soit partout le même sur la surface 
cylindrique, et que les angles successifs formés par la ligne de direction 
,4le.la force, qt par les g/L*nératrices de la surface c^lUidrique, soient tous 
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égaux entr'eux , et à l'angle initial de l'axe auquel on rapporte le mo^ 
ment, et de cette ligne qu'on pourrait , ainsi, rendre continuellement 
tangente à une hélice j tracée sur le cylindre. Je donnerai bientôt la 
relation qui lie, entr'eux, les trois moments rapportés à chacun des axes 
coordonnés , et il est facile, d'ailleurs, .de se rendre raison de ce que je 
viens de dire d'après ce qu'on a vu art. i5a et suivants. 

164. Prenons, dans l'espace, un point dont les coordonnées , respec- 
tivement parallèles aux Xj aux j^ et aux z j soient ajbetCjCt consi- 
dérons ce point comme la commune intereection de trois nouveaux axes 
des coordonnées ^j n et 4*^ la première parallèle aux a?^ la seconde aux 
j-^ et la troisième aux z j les moments respectifs de la force P rappor- 
tés à ces axes seront P {^ cos. ^—37 cos. y) j P (^ cos. y — ^cos. a) j 
P (ri cos. a — ^ COS. lf)j en observant que les angles a, ^et jy sont les 
mêmes pour les axes des x ^ y y Zj et pour ceux des ^j ri et i^. 

i65. Substituant, dans ces expressions, k ^j ri et fleurs valeurs x — a^ 
ty — b et z— c^ op a les valeurs suivantes des moments rapportés à trois 
nouveaux axes, parallèles aux premiers, et dont l'origine a pour coor- 
données jes longueurs arbitraires, a, b ^ c. 

i^ . , . P \z COS. S— je. y — (c c. ^— ^ c.y) j=/ 
n . . . P\xcos.y-zc.a-{ac.y^cc.a) }^w 
c • • • -^ ]j' cos.a — xc. o--{b e. a— .« c. o) j =7t 
Ij m et n sont des signes abrégés pour les cas où j'aurai à employer 
ces expressions. 

166. Si on multiplie la première de ces expressions par cos. a^ lase-- 
conde par cos. l^j et la 3"*®. par cos. y la somme des produits sera nullte 
par elle même, c^est-à-drre, qu'on a / cos.a+/7z cos. ^-f-/icbs. y=^oj 

167. Ayant les moments de la force P par rapport aux axes àes ^j 17 
et ^j proposons-nous de déterminer le moment de îa même force par 
rapport à une ligne, que je désignerai par ligne (y4), passant par l'o- 
rigine de ces coordonnées , (c>st-à-dire par le point dont les coordon- 
nées rapportées aux axes primitifs sont a^ b et c} et faisant avec les^ 
Sj^ et (J* des angles respectifs y4j B et C. 

Le moment cherché est art. r6o, en désignant, par l'angle formé^ 
par {A) et par P j et par ^la plus courte distance entre ces lignes?,- 
égal k P p srn. û. 

D'une autre part ^ on démontre, par la géométrie analytique, qu'eb^ 
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désignant par p-y q et,r les plus courtes distances de P aux axes des ^^ 9f 
et i^y respectivement, la plus courte distance entre Pet (-^)> désignée 
par ^^ a pour valeur 

p sin. a C08. A^q sin. ^cos. 17 + r sin. y cos. C 

sin. 0. 

et, art. 162 et suivants, ks produits de P par/; sfn. a ^ q sin. if et r sin. ^ 
sont les valeurs respectives des moments /^ m^i n, donc, 

^ sm. a:=i-p j q sm. Oss.—'j r sm. / = -g- et substituant ces valeurs 

dans Téquation ci*dessus on a, pour calculer le moment cherché , Téqua- 
tion suivante. 

• a 

i68. P.^ sin. O^ss, l coSb A ^m cos» BJ^n cos. tX 

Cette formule fournit un moyen simple de trouver le moment d'une 
force par rapport & une ligne droite quelconque menée dans l'espace, 
lorsqu'on connaît, un point de la trace de cette ligne» les angles qu'elle 
forme avec les trois axes coordonnées , auxquels on rapporte la position 
de ce point, et les moments de la force par rapport à ces axes. En effet, 
la connaissance des moments qui se calculent par les formuTes de l'art, 
i63, et celle des coordonnées a ,b ^X. c (moments et coordonnées qui 
se rapportent aux axes primitifs) donne immédiatement, les moments 
t y m et ny et ceux-ci étant calculés on n*a plus qu'à ajouter ensemble 
les produits / cos. A y m cos. Bel n cos. V. 

169. Considérons maintenant un nombre indéfini de forces P'^ P"^ 
P"'etc. appliquées chacune à un point d'un système de force invariable, 
point dont la position est raportée aux axes des ^ j Tl et i^j en conser- 
vant les relations de position entre ces axes et ceux des o?^ j^ et ^ 
conformes k ce qui est dit art. 164, et les sommes respectives des mo- 
ments xle ces forces par rapport ôUx axes des ^y ïi et^y étant l^y m,, n,\ 
f/9^ ^,tj ^ti^S iiffj m,„y n,„j etc. SI on fait 

/, -j- /,, -4- etc. = £ 

i7î,-f./w,^4-etc. ==Af 

n, + ;i„-h^tc. =aiV 

La somme des valeurs des moments de toutes ces forces par rapport 
à irtie Kgne passant par Porrgioe dirs* ^j riet Ç et faisant aviéç cey coori* 
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4oo<iiée8'les angles 'respectif A ^ B et C sera. d'après les résultats côn^' 
signés dans Tart. i68 . . . •> 

L COS. A + M COS. B^N cos. C. ' . i 

Dorénavant au lieu de réxpressiôii somme des momenis des forces 
par rapport à une ligne, ou à un axé» j'empfoyerai l'expression abrégée 
moment des forces par rapport & cette ligne ou à cet axe. 

170. Le n^oment L cos. ^^^-Af cos. J^-f-ZV^cos. C varie avec les angle»: 
\Aj Bj C et parmi tous les.^xes passants par un même point, auxquels on 
peut le rapporter, il y en a un pour lequel 3a valeur est un maxîmiriti. . 

On facilitera la détermination du moment maximum et celle de son 

, . ... 

aie y en substituant aux angles j4\, B et d'angle que fait cet axe avec' 
le plan ^7? et l'angle que sa projection, sur ce plan, fait avec l'axe des' 
Çj nommant F le premier de ces angles et ^fl" le second , la formule de 
l'art; précédent devient, en observant art. a7, que CQS.-^=cos.iïcos.F, 
cps. JS^rssin. /f cos, Fet cos. Cs^sin. ^ '\ 

L COS. H COS. F+ Af sin: i^cos. F^N sm. F 

égalant séparément à zéro les difFérentielIes par rapport à J7 et JF on a 
Jes deux équations 

— . L sin. Jff COS. F+ AT cos. H cos. F == o 

— - Z» cos. H sin. F— Af sin. JI sin. F-)- Nços. F=Q 

4'où on (déduit, ^n ^cc)?ntuant les lettres ffj F, A, jBj C pour indiT 
quer quelles appartiennent au ipoment maximum. 

tang. ^,=_,. tang. F, ^.^^^j-^^4 

et par suite, en faisant (Za^Af» 4- -?Va)» =; K 

L „ M r ^ 

cos. -<^, = — T^^' COS. 0,=-=-^' COS. C/^ = -=- . 
■ . A . A , . A 

Expressions qui substituées dans la formqle de l'art. 169, donnent, 
pour la valeur du moment mammum 

(Lâ + Af^ + iV*)» 

171. Cette valeur est celle de la quantité que j'ai désignée par 
K^ .et on tire, cette première conséquence remarquable de l'équation 
^V^^^^^^^^^r^^'^ laquelle les angles 4^ B, C^ ^'entrent p^ , 

que 
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que la somme des quarrés des moments, par rapport h (rois axes rec- 
tangulaires , qui se coupent en un point quelconque du système , est 
constante pour ce point , quelques soient, d'ailleurs, les positions des 
axes à la commune intersection desquels il se trouve placé. L^ + AP-^N* 
est donc comme K^ une quantité déterminée, pour chaque point, qui 
ne change, en général , qu'avec les coordonnées ajl^^c^àecc point, 
et qui peut rester la même, ainsi qu'on le verra bientôt , malgré les 
variations àe a^ A et Cj si ces variations sont assujetties k une cer- 
taine loi. 

172. L'axe du moment maximum Kj fawt avec l'axe du moment 
dont la valeur a été donnée art. 168 , un angle que je désigne par »p 
et dont le cosinus a pour valeur 

COS. (p = cos, j4 cos, -^' + COS. B cos. 5' 4- COS. C cos. C 

ou en substituant les valeurs de cos. ^^'^ cos. B' et cos. C^ 

L cos. u4 + M cos. B + N cos. C 

COS. ^= ^ = î 

A 

178. Le numérateur du second membre de cette équation est la valeur 
de la somme des moments par rapport à Taxe qui fait avec les ^j ri et ^, 
«u avec les x^j- et «^ les angles respectifs /4^ B et C j si on représente 
cette somme des moments par ^ ^ on aura la relation 

X, =K COS. (p 

Par le point du système auquel se rapportent les moments Xet ^^ 
faisons passer un axe qui soit dans un même plan avec ceux de Ketde ^ 
et qui forme un angle droit avec l'axe de ^j son angle avec l'axe de K 
sera complément de ^^ et son moment, que je désigne par ^,j aura 
pour valeur 

les deux équations précédentes donnent K* ;= ;^* + ;ç,* et on voit, par 
ces résultats, et par ceux trouvés, art. 169 et suivants, qu'il existe, à un 
point donné, entre le moment maximum et les moments dont les axes 
se croisent au même point des relations analogues à celles qui lient une 
force à ses composantes. 

174. On conclut encore, de Péquation X=^ ^°^* ^j ^"^ '^^ moments 
qui ont, pour axes, les génératrices d'un cône, dont l'axe se confond 
avec celui du moment maximum ^ sont tous égaux entr'eux* 

i 10 
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lyS. Enfin îl résulte, de la même équation X^^^ ^^- ^ ^ ^"^ '^ 
moments sont zéro pour toutes les lignes menées dans un plan perper- 
diculaire à l'axe du plus grand moment, et passant par le point auquel 
ce plus grand moment appartient. 

176. Imaginons que toutes les forces du système soient appliquées k 
un point unique, en conservant leurs intensités, leurs sens d'action, et 
des directions parallèles à celles qu'elles ont sur leurs différents points 
effectifs d'application; toutes ces forces, ainsi concourantes en un point, 
pourront, art. 65, se composer en une seule, qui, en désignant cette 
résultante par H j et conservant, d'ailleurs, les dénominations de l'art, 
cité , aura pour valeur 

et fera avec les axes des f ^ 3? et ^ ou avec ceux des J^jjy et Zj des 
angles dont les cosinus seront 

X ^ r z 

cos^ a =; — — j COS. o=z—— j COS. y = 



R ^ R ^ ' R 

Je nommerai ligne (/î) la ligne de direction de cette résultante, son 
origine , la même que celle des <?^ 3? et ^^ étant placée au point qui a 
a^ b Qtc pour coordonnées rapportées aux axes primitifs des x^yel % 

177. Les forces qui entrent dans la composition de R ayant des in- 
tensités, des directions et des sens d'actions déterminés, il est évident 
que quelque soit le point de l'espace sur lequel on transporte les actions 
de ces forces, la résultante R aura toujours la même valeur, le même 
sens d'action et que toutes les lignes de direction [R) seront parallèles 
entr'elles et k une ligne fixe dans l'espace. 

178. L'introduction de la force R j dans le système, peut avoir lieu 
sans que rien soit changé a l'état de ce système, relativement aux actions 
des forces; pour remplir cette condition on laissera subsister les forces, 
sans changement , aux différents points du système sur lesquels elles 
agissent, et on appliquera, à l'origine commune de (/V) et des <^^ 3? et 
j^j deux groupes de forces uniquement composés des répliques des 
forces du système, de la manière suivante; chaque force de l'un de ces 
groupes sera parallèle k l'une de celles qui sont appliquées aux diffé- 
rents points du système , avec la même intensité , et le même sens d'ac- 
tion qu'elle, et aura, dans le second groupe, une force correspondante, 
qui lui sera égale et directement opposée. 
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La formation de ces deux groupes ne change donc rien à Fétaf du 
système; les moments, par rapports aux axes des ^ ^ ri et ^^ sont les 
mêmes qu'auparavant, puisque les forces des groupes, étant appliquées 
à ^intersection commune de ces axes, n'en peuvent donnrcr aucun, et, 
composant toutes les forces du premier groupe en une seule, on a la 
résultante B de l'art. 176. 

179. En appliquant à un nombre indéHni de forces les moments trou* 
vés art. 164 pour une seule force, désignant par Àj fi et v y respective- 
ment les moments de ces forces par rapport aux axes des ce ^ 7 et s ^ 
par Xj F' et Z les sommes des composantes parallèles à ces axes , et 
par Ly M y N les moments respectifs par rapport aux axes des ^ y n 
et i^y c'est-à-dire les valeurs qu'acquierrent Ij m et riy dans le cas dont 
il s'agit ici, les équations de Tart- cité prennent les formes suivantes^ 

À=2: \P{z COS. S—j cos. y ) \ jL=X — {c V^b Z) 
fi=Z\P (x COS. y^z COS. a) \ jMzx=fi—(aZ—cX) 
y=2'{P(j-cos.a— a^cos. ^T) \ j N = v —{ù X^a F) 

180. Il est manifeste, à l'inspection de ces valeurs, que les momenf» 
primitifs, rapportés aux axes des ctyj^ et z se conservent, sans chan- 
gement, loi-squ'on fait marcher Torigine de ^y 7? et i^^ dont les coordon- 
nées sont ay b et Cy sur la ligne (/?) en supposant que l'origine de cette 
ligne se confonde avec l'origine commune de x yjy z et âe ay b yC y 
puisqu'on a, à tous les points de sa trace, c Y-^b Zz=sOy aZ-^cXzzzo^ 
bX-^a jr=o, ces équations étant celles des projections de (B) sur 
les trois plans coordonnés, rapportés aux coordonnées a y b et c. 

Lorsqu'on passe de l'origine des x y j' et z à celle des ^y ri et i^ on 
calcule les moments Ly M y N, par les formules de l'art, précédent, 
en prenant pour données les moments primitifs Ày fiCy y et \es coor- 
données a y b y c } mais ces moments L y M y N étant connus^ si on 
considère Vorigîne des ^y 37 et (J' comme une nouvelle origine commune 
des XyjTy z et des tf ^ ^^ ^ j on verra encore que les moments qui appar- 
tiennent à ce nouveau point se maintiennent constants, potir toutes les 
origines placées sur une parallèle à la ligne (/tf) menée par ce môme point. 

181. Dans ces différentes marches des origines des coordonnées sur 
les parallèles k (/?), si les axes de ces coordonnées restent parallèles k 
des lignes données de position, les moments, par rapport à chaque 
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axe, en particulier, se conservent; et dans le cas ou éette circonstance 
n'a pas lieu y ce sont, art. 171 , les sommes des carrés des moments qui 
demeurent constantes. 

182 La conséquence des propositions consignées dans les deux art. 

précédents, est que le moment maximum A= (L*+M*+iV*)» a une 
valeur constante, sur tous les points de la trace d'une parallèle quet- 
conque à la ligne {R)j valeur qui change lorsque le point, auquet on 
rapporte ce moment maximum , prend une position hors de la parallèle 
sur laquelle il était d'abord. 

i83. Les moments Lj M^ Nj étant aussi , art. 181, constants, chacun 
en particulier, pour les divers systèmes d'axes parallèles dont les origines 
sont prises sur la trace d'une même parallèle à la ligne {B)j les cosinus 

— - j —— j -— - j art. 170, des angles formés par l'axe de K et par ces axes 
A A A 

coordonnés, resteront invariables dans la même circonstance; donc civ- 
suivant une parallèle à la ligne (i?)^ les axes du moment maximum 
Kj rapportés à chaque point de cette parallèle, seront tous, avec elle^ 
dans un même plan. 

184. Le cosinus de l'angle formé par Taxe du moment maximuna K 
et par la ligne (/î) a pour valeur, en fonction des cosinus (ait. 170 et 
176) des angles formés par chacune de ces lignes, et par les axes coor- 
donnés, (XL'\-FM^ZN), : /?A> substituant, dans cette expressiony 
pour Lj Met Nj leurs valeurs données art. 179, réduisant et désignant, 
par ûj l'angle dont on vient d'obtenir le cosinus, on a l'équation 

COS. c^= —^ 

BK 

i85. À f fÂ et > sont des moments constants par rapport aux coor- 
données, a^ôjCjàu point auquel appartiennent ^et Kj ces moments 
étant pris par rapport aux trois axes qui se coupent à l'origine com- 
mune des cDjjTj z et des n^ b ^ c\ ainsi ne varie qu'avec K^ et le 
produit Kzo%. 6z=.{^XX^yLY^yZ\\ R est une quantité constante 
dans tout le système. 

186. Si on prend, pour axes des» x^ une parallèle à la. ligne (/î), ce 
qui peut se faire sans nuire,, en rien, à la généralité des résultats^ cette- 
hypothèse donnera X=/f^ Y-=o, Z=o^ d'où, art. 179 
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de plus la valeur jK*=Z»^+Af*+iV^ de Tart. ( 170) 

« 

et la valeur cos. 6-=. p y — deviennent respectivement 

Â«=/îa + (/£ + c/?)* +(>> — ^7î)a ..... (l) 

cos..^= — (2) 

187. Ainsi, lorsque l'axe des ir est une parallèle à (/?), la quantité y 
constante dans tout le système , X cos. , est égale à la somme X de^ 
moments des forces par rapport k cette parallèle; cette somme des 
moments est donc, elle même, invariable, c'est-â-dire que, quelque 
part qu'on mène une parallèle â (fl), la somme des moments par rapport 
à cette parallèle est une quantité donnée. 

ï88. Ces théorèmes sont curieux et importants; les conséqtiefites 
qti'on en déduit le sont encore davantage. K et cos. 9 étant récipro- 
quement proportionnels l'un à l'autre, la plus petite valeur de A répond 
à la plus grande valeur de cos. s donc le plus petit moment maximum 
de tout le système^ celui qui, d'après le langage adopté, doit s'appeller 
le moment minimum maximorum ^ appartient au point où cos.^= i^ 
c'est-à-dire au point où l'axe du moment maximum est paraîlèle à la 
ligne (/?), qui ^ comme on sait y est la ligne de direction de la résultante de 
toute» les forces du système supposées appliquées en un point commun. 

189. On a déja^ par l'article 186, la valeur absolue de ce moment 
minimum, maximorum j qui se trouve eit faisant cos. ^== i dans l'é- 
quation K cos ^=^ , d'où on tire Aas^î. Ainsi le moment dont il s'agit 
est égal au moment des forces par rapport k une ligne parallèle à ( /î) 
qni peut d'ailleurs être située arbitrairement, d'après ce qui est dit 
à l'art. 187. 

190. Maintenant, pour aVoîr la position de l'iâxe de ce même moment 
minimum jnaximorumj axe qu'on a Reconnu, artâ ï88, devoir être 
parallèle à la ligne (fl}, it suffit de trouver, parmi les parallèles k cette 
ligne, celle qui, pour un point quelconque de sa trace, jouit de la pro- 
priété du moment maxinmim^ ce qu'on exprimera,^ art. 175, en disant que 
les sonrmie des moments des for,cQs, par rapport afux axes qu» coupent 
cette trace à angle droit, sont nulles. Cette hypothèse particularise la ligne 
cherchée, quoique X soit un moment donné, qui lui est commun avec 
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toute autre parallèle à (/?), parcequ'on a, de plus, pour cette autre 
parallèle, les moments fi+c R et y — b R par rapport à des axes qui la 
coupent à angle droit. Il faut donc que des trois moments qui entrent 
dans le deuxième membre de l'équation (i) de l'article 186, les 
deux derniers., qui appartiennent aux axes perpendiculaires à la ligne 

(R), s'évanouissent, ce qui "donne, ^=-^^ r= — -^j la valeur de a 

R R 

restant entièrement arbitraire , et Taxe cherché est une parallèle à Taxe 

des X, placée à une distance -*^ du plan x j- ei k une distance -^-^^ 

plan X Zj Àj fi et v étante comme on sait, les valeurs paiticulières 
des moments par rapport aux axes des x^ j tt z dans la position dé- 
terminée où se trouvent ces axes; 

Cet axe du moment minimum maximorum a, avec les axes du sys* 
tème, pour lesquels les moments maxima sont constants, des relations 
de position remarquables qu'il est intéressant de connaître. 

191. En divisant par R^ l'équation (i) de l'art 186, on a 



(■^+^)^ + (^-*)^=- 



R^ ' ^^ R ' R^ 

et cette forme fait aussitôt reconnaître que l'équation dont il s^agit, potrr 
une valeur déterminée de Jï^ appartient à une surface cylindrique rap- 
portée aux coordonnées a^b ^ c ^ dont l'axe est parallèle aux a et dont 

la section, perpendiculaire à J'axe, a un rayon = j^ ,les coor- 
données du périmètre de cette section, comptées de son centre, étant» 

'^g- 9 Pour construire cette surfacç^ Cu^5 étant le plan des b ^c ^ qui esU 
le même que celui des j^^ 2^ et A l'origine commune des a^ b jC et 
des X ^y , 5^ on portera^ sur Taxe A B des b et des jr^ une longueur 

A H:=i — ^ et, sur Taxe ^ C des c et des z ^ une longueur A G= -^ y 

on tracera Gk parallèle et égale à A H ^ du point Â', comme centre, 
et d'un rayon ;= 5 — - où décrira un cercle ^qui 6era> sur le plan de^ 
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i^^CjOuàcsj'jZjla base, ou la section transversale, de la surface 
cylindrique, l'axe du cylindre étant une parallèle aux a et aux Xj et 
par conséquent a (/?), menée par le point fc. 

192. Ainsi le point fixe y4 étant pris pour origine commune de» 
coordonnées Xjj-j z et a^ b ^ c y et l'axe des x et des a étant supposé 
parallèle a la direction de la ligne (/?), si de cette origine, on se trans- 
porte a une autre, prise sur une parallèle à l'axe des x et des ^^ et par 
conséquent à la ligne (/?), dont les coordonnées soient b et c y tous 
les moments maxima, appartenants aux différents points de cette pa«) 

rallèle, seront égaux entr'eux et à j^a+(^-f.c/?)* + (y-^3/?)* }•, et 
cette même valeur sera encore celle des moments maxima appartenants 
a touts les points d'une surface cylindrique à base circulaire , ayant son 
axe parallèle à la ligne {R) et placé, d'ailleurs , comme il est dit art. 190, 

1 93. Le rayon de la base de cette surface étant égal à — = , on 

voit que la surface cylindrique à laquelle appartient un moment Ky 
constant pour cette surface, est d'autant plus éloignée de Taxe commun, 
que ce moment K est plus grand ; ensorte que si on imagine une infi- 
nité de cylindres concentriques , k bases circulaires, ayant pour axe 
commun une parallèle à la ligne (/î), dont la position est détennihée 
art. 190, les moments constants, appartenants aux génératrices des sur- 
faces cylindriques, iront continuellement en croissant, ou en décrois- 
sant, suivant que ces surfaces s'éloigneront ou s'approcheront de leur 
axe commun, 

194. L'accroissement de ces moments n'a point de bornes; en effet 
quelque valeur qu'on suppose au moment maximum Ky on détern^inera 

K^ — A^ 

toujours le rayon — — — de l'enveloppe cylindriquesur laquelle il con- 
serve constamment cette valeur; il n'en est pas de même de la dimi- 
nution, qui a une limite puisque les moments maxima K diminuent 
avec les rayons des enveloppes cylindriques; lé plus petit moment 
maximum doit répondre au rayon évanescent , et' ainsi ce moment 

a lieu lorsque — ^^ — r = o ^ ou lorsque Jt =^. ; . 

195. La valeur qu'on vient d'assigner au moment minimum maxi^ 
morum j et la position 4^ la li^ne à laquelle il appartient ^ déteripinéft 
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art. 191 , sont les mêmes qu'on avait trouvées dans les articles précé- 
dents; et on voit, de plus, que cette ligne est Taxe commun de toutes 
les enveloppes cylindriques sur chacune desquelles le moment maxi- 
mum est constant. 

196. Cette dernière propriété doit nécessairement appartenir à un 
axe unique, dans le système, car si on supposait qu'elle appartint à 
plusieurs axes, des points pris sur difTcrentcs enveloppes concentriques 
appartenant à Tun de ces axes, pourraient se trouver sur une mcnie 
enveloppe appartenant à un autre axe; les moments maxima, relatifs 
^ ces. points , seraient donc variables sur les premières enveloppes et 
constants sur la dernière, ce qui est une conséquence absurde. Au reste, 
la vérité que je viens de démontrer, par des considérations immédiates, 
est une conséquence manifeste de l'analyse des art. précédents. 

J97, Il est bon de pouvoir conclure la position de l'axe du moment 
minimum maximontm et la valeur de ce moment, de la connaissance 
de la valeur d'un moment maximum rapporté à un point quelconque 
dii système, et de l'angle û formé par l'axe de ce moment et par la 
ligne j(/î), indépendamment de toute considération d'axes coordonnés; 
voici co/îia)ent on y parvient. Je transporte l'origine commune des 
X j j'j z ejt des ftjb^ckun des point de l'axe du moment m^inimum 
m^aximornm y et \ft compte les x et. les a sur ce même axe. Dans cet 
état dje choses, pn a [i^o , y = o, et le moment maximum X, pour 
un point quelconque^ est, art. 186, déterminé par les coordonnées a ^ 
b j c y (a jetant arbitraire), au moyen de l'équation 

K=\ À^ + c^ R^ + b^ R* \i 

et les cosinus dies angles ji^^ B' ^ C formé par l'axe de K et par les 
/ççites des Xjjeiz sont respectivement 

jit ^ m ^^ ^r bR 
COS, A' z==i -—- s P08. 5'=tx — =r— ^' COS. C z=. 



Je suppose niain tenant, que le point, auquel se rapporte ce moment 
K, est sur Taxe commun .des zttàs%c\ cette hypothèse doiine ^=q» 
d'où COS. C=o, et Taxe de K se trouve ainsi à ang}e droit svir l'^e 
des z c'est-à-dire sur le rayon de l'enveloppe cylindrique peur laquelle 
le moment A. est constant. Donc le plan qui renferme l'axe de K et 
ja génératrice de la surface cylindrique, où la parallèle \ (/?) pd83ant 

par 
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pa^r le point auquel K apprtîent , est un plan tangent à cette surface 
cylindrique, plan qui eit en même temps celui de ^ , n- 
Puisque l'axe de K est compris dans le plan des Çj n on acos A'zz^cos.ff^ 

ou -=-=cos. 0, — =— =:sin. 0j d'où on conclut 
A K, . 

, w ^ Xsîn. 
A=zK COS. 0j c = ^ • 

J'ai supposé que le point, auquel K ap|)artient, se trouvait sur Taxe 
des z ou des c, mais, comme on peut , dans le plan j^ Zj ou èct donner 
& cet axe une position quelconque et que dans toutes ces positions» à 
une même distance c de Torigine, on a, constamment les mêmes valeurs 
absolues que ci -dessus, les équations que je viens de poser seront donc 
applicables & tous les jx)ints de Penveloppe cylindrique qui a c pour 
rayon, et on pourra toujours déduire des équations précédentes, deux 
des quatre quantités, c, À^Ket ^lorsque les deux autres seront connues^ 

Si les donné*es sont K et 0j on mènera, par le point auquel K ap- 
partient, une perpendiculaire au plari qui renferme la parallèle à (R), 
passant par ce point, et l'axe de K^ et, par le point de cette perpen- 
diculaire, placé à une distance ^ — du plan dont je viens de parler, 

on mènera une parallèle à (R) qui sera l'axe du moment minimum 
maximorumy la valeur de ce moment étant K cos. 0j ces détermina- 
tions sont , comme on voit , dégagées de toutes considérations d'axes 
coordonnés 

198. Chaque axe du moment maximum K^ pris sur une même enve- 
loppe cylindrique , faisant avec la génératrice, qui passe par le point 

auquel ce moment appartient, un angle constant dont le cosinus = -^ , 

ot se trouvant, de plus, tangent à cette même enveloppe cylindrique» 
î'ensemble de tous ces axes , forme une nappe hyperboloïde , surface 
-du second ordre dont l'équation et les propriétés sont bien connues. 

199. On doit mettre au rang des plus belles et des plus utiles vérités 
de la science de l'équilibre et du mouvement, celles dont les articles 
précédents renferment les démonstrations , et, plus les élèves avanceront 
dans l'étude de la mécanique^ plus jls en sentiront l'importance. Les 

I II 
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théorènws des art. 170 et 171, sur la valeuret la posUiorTde l'axe dii piuf 
grand moment» à ui) poiïk i|uelconque ^ dont dùsk Euler ^ui lefta dcmonr 
très dans le tonre 7 des tioUveaùx actes de Pétersbourg; le surplus de cette 
théorie, qui en forme la partie la plus brillante, est de l'auteur de la 
Mécanù/ue céleste et se déduit, comme const^quence , de sa théorie 
du plan invariable j dont j'aurai occasion de parler aux élèves dans 
les sections du cours où ^e traiterai du mouvemement des corps solides. 
Enfin, M^. Poinsot, ancien élevé de TÉcole, et Inspecteur général de 
l'Université, a publié dans le i3«. cahier du journal de cette École, 
un mémoire Fort intéressant oii il démontre, avec autant de simplicité 
que de clarté, par sa théprie des couples ^ (j'expliquerai bientôt aux 
élèves la signification de ce mot ) tout ce que j'ai démontré depuis 
l'art. 167 en suivant une autre marche d'analyse et de raisonnement; 
M'. Poinsot développe, dans le même mémoire, les applications, aux 
questions de mouvement , de la théorie des moments , fondées sur 
^'identité de ces moments et des aires. Je vais faire quelques rappro- 
chements qui serviront à préparer Tintelligence de ces applicatior^ 
réservées pour la seconde partie du cours. 

Rapports entre les moments et les aires, 

200. Les propositions que j'ai démontrées, sur les moments j depuis» 
Tart. 107, ne sont encore, en substituant aux forces les lignes qui les ^- 
présentent, que de simples vérités géométriques, du moins pour les cas des 
systèmes à trois dimensions, et ne deviendront des vérités de statique ana- 
lytique, que lorsque j'aurai fait voir leurs relations avec les formules et 
les équations de condition générales de cette partie de la mécanique. Quel- 
ques propositions fondamentales de l'autre partie de la même scienfce, de 
celle qui a le mouvement pour objet, peuvent aussi être, d'abord, en- 
visagées sous un ])oînt de vue purement géométrique , et, ce qu'il y a de 
remarquable, c'est cfue ces dernière^ propositions oe différent des pre- 
rfiiières dont j'ai parlé dans cet article, que par les expressions qu'on 
emploie pour les énoticer ; il est donc aussi impcM'tam que curieuic 
de fairc voir l'klentité des Unes et des autres; ce rapprochement me 
fournira l'occaèion de rappeler, en peu de mots, les principaux résultai^ 
^obtenus tlans les 48 art. précédents, résultats que je |UY*seDCefai som 
«çie forme absoluipent géométrique, .1 
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iQi. Le signe Pj qui représente Tuitensité d'upe force, étant cousin 
déré comme désignant la longueur d'une ligine prise sur La direction de 
cette foi'ce^lc produit de P par la perpendiculaire/; mepée, d'un point 
fi]^e,9ur P prolongée, est Iç double de l'aire d'un triangle ayant P pour 
ba^e et son sommet au point fixe. 

Cette aire double ^ ou ce produit P/;^ est ce que nous avons appelç 
. moment de P par rapport à un axe perpendiculaire au plan de ce tri* 
an^e et passant par son sommet. 

s^QS,. L'aire du triangle ne changera pas quelque part que la hase 901 1 
placée sur la direction dç Pj pourvu que la longueur de cette b^e et 
)a position du point où se trouve le sommet restent les mêmes ; c'est la 
propriété des moments énoncée art« i53 et i6d. 

Slo2. Si, par le sommet du triangle, on mène un axe, dans une direc-* 
tion quelconque, l'airé de la projection orthogonale de ce triangle, sur un 
plan perpendiculaire a l'axe, aura une valeur constante, quelques soient 
les positions du sommet , sur ce même axe j et de la base sur la direction 
;jde P. De plus û étant l'angle formé par cette direction et par l'axe du 
plan de projection, (complément de celui que forme ce plan de projec- 
tion avec la ligne P) et /" la plus courte distance entre les deux lignes, 
le double de l'aire de la projection orthogonale sera Pr sin. û^ c'e>t 
art« 160 le moment de La force par rapport à l'axe du plan de projection 
qui ne dépend ni de la position absolue du point d'application de la 
force ni de celle du plan de projection sur l'axe de ce plan. 

^204.. Par le même sommet du triangle je fais passer les. trois axes 
coordonnés des x^jy et z avec lesquels la base P fait les angles rcs- 
pec^ift ^jt f et )f, coraplfmeiHs de ceux qu'elle forme avec les plans j" r, 
rr^ et xjy. En désignant par p^q e\r les plus courtes diatances, resprc^ 
;tives, entre P et les axes des j?^ jr et «^ les projections du double de 
.la surface du triangle, sur les plans don( je viens de parler sont Pp sin. a, 
Pq sin. tf et.l^r sin. y ^ ou art. i6a et |63 les momevi^ de la force P 
par rapport à chacun des dJtes. 

io5. Faisant passer, par l'origine, un plan dont I09 angles r€!spcctifs 
avec les plans j z jxz et xj sont désignés par ./ijBctCj\c doubltf 
de la projection orthogonale du triangle, sur ce plan, aura pour valeur 
,P {p sin. a COS. -^-^r y sin. iTcos.^+r sin. y cos. C), c'est, art..i(67, 1V\- 
pression du moment de la force P par rapport à une ligne passant \\^k 
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Porîgine des x ^ jr et z et faisant avec les axes àes a^jjr et z perpen- 
diculaires aux plans ^2 ^ xz et xy y les angles A, B et C. 

206. Enfin si on construit plusieurs triangles ayant tous leurs somniets 
placés à l'origine des ar^ jj^ et z et leurs bases P', P" y P''' etc. situées 
d'une manière quelconque, dans l'espace, en désignant par J^- yjf^' etc. 
ij^ y €f' y etc. f' y f" etc. a^y a" etc. ffy ff'y etc. y' y y" y etc. les quantités qui 
sont , par rapport k ces triangles , ce que p j f/ ^ry Œyfyy y étaient par 
rapport au triangle unique considéré dans les art. précédents, et faisant 
Z(Pps\n. a)z=:Ày Z( Pq sin. 6) =.fi, Z(Prsin. y)ssp y la double 
«omme des projections de tous ces triangles sur un plan passant par 
l'origine et faisant avec les plans yzy x z et xjy les angles respectifs 
jfj B et Cy cette double somme, dis -je, a pour valeur 

À COS. CL -^fl COS. ff-^-V GOS. ./ 

expression qui est celle de la somnrve des moments de P^ y P*' etc«, con- 
sidérées comme des forces, par rapport à un axe passant par l'origine 
des Xy y eX. z et faisant avec les axes de ces coordonnées les angles 
Ay ffet C. 

^07. Parmi tous les plans qu'on peut mener par l'origine des .t^^ et 
s y celui, sur lequel la somme des projections orthogonales des triangles 
est un maximum, forme avec les plans j^5^ xz et .rjr^ des angles dont 
les cosinus respectifs sont ,, 

^ ^ j^ 

et le dénominateur >/* x* -f ^^ •{- y^ est la valeur du double de*cetrc 
plus grande somme. 

La somme des projections est nulle sur tous les plans perpendiculaires 
k celui dont on vient d'assigner la position, et, en général , ^ étant l'anglb 
qu'il forme avec un autre plan quelconque , la double somme des 
projections, sur ce dernier plan, a pour vateur (À^+fjt^ + p^)^ cos. ^; 

On retrouve ici le théorème du pluô grand moment, rapporré à Fôri- 
gine primitive des Xy J et z y et y par suite, à une origine quelconque^ 
en changeant seulement les valeurs de À y fi et p. 

ao8. En mettant, bout-à-bout, une suite de lignes égales et parallèles 
aux lignes P'y P^'y etc. conformément à ce qui a été dit art. 76 et 76^, 
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on formera un poligone qui , en général , sera ouvert, et quelque soit la 
position de ce polygone, dans l'espace, et l'ordre dans lequel on place 
ses côtés l'un à la suite de l'autre, la ligne droile menée de V origine 
du premier coté, à Vexirémiié du dernier, sera constamment parallèle 
à une droite de position fixe que je désigne par(/?). 

îLO(). L'axe des c^ étant supposé parallèle à (/?), les sommes ^ ^ fi 
et V acquerront des valeurs convenables à cette hypothèse, mais / sera 
la somme constante du double des projections des triangles, sur un plan 
parallèle à celui des j>^s^ ou perpendiculaire à (/?), et placé d'ailleurs 
arbitrairement, quelque soit le point de l'espace où viennent aboutir les 
sommets des triangles qui ont les lignes P' ^ F" ^ etc. pour bases. 

aïo. b et c étant les coordonnées respectivement parallèles aux ^% 
et aux z^ de ce point, pris à volonté, auquel on fait aboutir tous les 
sommets des triangles, si on désigne par R la somme des projections 
orthogonales des lignes P^ , P" ^ etc. sur l'axe des Xj ou ligne (/?), 
et qu'on fasse iiL=K^ii*+(^+6/î)*+(y— /'Tî)*^ cette quantité iC sera 
la valeur du maximum de la double somme des projections qu'on peut 
obtenir sur un plan passant par le point dont b et ç déterminent la posî'* 
tion; l'angle 0^ formé par ce plan, et par le plan^5^ perpendiculaire 

à l'axe des x, ou à la ligne (/?), se calculera par l'équation cos. ûss^ -^- , 

K 

les cosinus de ses angles avec le plan xz et le plan xy étant respec« 

u+cB y — bR 
tivement, ^ et = . 

A A. 

La coordonnée, parallèle aux or ^ ou à (/?), du point auquel se rap- 
portent ces déterminations, demeurç entièrement arbitraire, c'est-à-< 
dire que toutes les valeurs qu'on vient d'assigner conservent la même 
valeur sur la parallèle à (A) dont les coordonnées sont b et c. 

11 est a remarquer que lorsqu'on compare entr'elles les sommes des 
pro}ections faites sur des plans .perpendiculaires à une même ligne» 
les sommets des triangles pcjuvent, art. 2o3, sur une même parallèle k 
cette ligne, ne pas aboutir au même point sans que la somme des 
projections change. 

211. Dans le cas où tous les sommets des triangles se trouvent sur 
pue parallèle a (/?) et à x^ dont les coordonnées respectivement paral- 
lèles aux r et aux z sont •^- et — a^ , le plan du maximum de pro-» 

RU 
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i€Cik>o est perpendiculaire à (/?)^ et ^ est la double valeur de ce maxi- 
mum 9 qui est la plus petite des quantités de son espèce , c'esi*à«dire \e 
minimum maximorum. 

212. L'axe dont on vient de déterminer la position par les €XXMrdoa» 

nées -^ et — .-^ % pourrait servir à fixer les positions de tous les plans, 

qui , pour les divers points de Tespace auxquels on peut faire aboutir 

les sommets des triangles, ont la propriété d'être les plans de plus grandes 

sommes de projections. On a donné, art. sio, la valeur du cosinus de 

Pangle que Tun quelconque de ces plans , passant par le point dont les 

coordonnées sont ù eîc devait faire avec un plan perpendiculaire k (R), 

et celui-ci étant supposé passer aussi par ce même point, la ligne dSnter- 

sectîon des deux plans devra rencontrer Taxe parallèle à (i?) dont les 

vu, 
coordonnées respectivement parallèles à ^ et à c sont -—-et*»* -^^ . 

ai 3. lii distance entre le point déterminé par A et c, et l'axe du 
mlnimitm mammwum ^ est égale à — -^ — ^ X^ &^tR ayant }cs mêmes 

significatioits qti'à Tart. 210, et, lorsque la position du plan auquel K 
et sin. appartiennent est déterminée de la manière prescrite k Part. 

tité, la valeur - — — ^ sert à trouver la position de Taxe du minimum 

MX 

maximorum en mênoe temps queJ*équation ces. 0:^ -^ donne la va- 

leur K COS. de la double somme cîes projections sur le plan perpen- 
diculaire à cet axe. 

ai 4. Tout ce qui est dit depuis l*arf. aoo, n'est qu'une énonciatioif 
particulière des principales vérités dont on a vu les démonstrations 
depuis Partîcle 167 jusqu'à l^article 199, et'Iès démonstrariom de tous 
les théorèmes sur les aires ^ ou sur leuis projections, ne seraient que 
la transcription de cettes qui concernent les moments. Ces^ théorème^ 
s^appliquenr, en dynamique, anx aires décrites pendant des temps, oMê 
finis ou infinîments petits, par les rayons yecteunr des dîfïerents points 
matériels d'un système en mouvement , et on verra, dans la seooiMle 
partie du cours > leur important usagfr 
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*Au reste on.peut appliquer la théorie que je viens d'expliquer, à 
des figures quelconques , dont on ferait les projectioi;S:$ur, dif]Cèii?nU, 
plans, et en dédiMre une foule de conséquences et de propxîétés aussi 
variées que çuriei|]ses, mais dpnt la recherche est absolument iétrangère 
àTobjet.de ce trailé. 

Equilibre et compotitio« des forces parall«le8 ^ dans le cas où ces forces agissent 
sur un système libre , et où leu^-t lignes de directioD sont daus uo même fian,, 
Priucipe du levier^ Défi«ition et propriétés du centre des forces pari^Uclcs. 

âi5. J'ai donné, depuis Tart. lao jusqu'à l'aj't. 144, la tliéorie com-' 
plète de la composition et de l'équilibre des forces qui agissent sur un, 
système libre ^ lorsqu'on s'impose, à priori , la condition d'avoir Jevrs 
lignes de direction dans un même plan, et quelques soient» d'ailleurs,, 
les angles fprmés par ces ]ig,nesde direction» tant en tr'el les qu'avec des 
lignes fixes situées dans le plan commun. 

Le3 élèves, qui ont étudié cette théorie, se rappeîent les deux pro- 
positions générales suivantes, sur lesquelles j'ai fixé leur attention, i^. 
la résultante de plusieurs forces , qui agissent dans un même plan ^ 
^ sa ligne de direction dans ce plan. tP. en réduisant, à son exprès-, 
sion la plus sinp pie, l'interprétation des équations qui renFernient les, 
conditions de l'équilibre des forces dirigées dans un même plan, on. 
voit qu'elles de réduisent ii étioncer que ces forces peuvent être rempla- 
cées par dçux forces égajes et agissant en sens directement opposés. ^ 

La première pro|)08ition établie, dès l'abord, art 48, pour deux forces^ 
dont Jes directions ont un point comimin , et leur résultante, s'est trouvée 
démontrée , art. i38 , pour un noml>re quelconque de forces ^issiant 
dans le même plan, puisqu'il suit évidemment des compositions binaires 
successives , par lesquelles on est arrivé, article cité , à l'expression gé- 
eiérale de l,a résultante An^le , «que cette, résultàntiç ^e trouvée., dans^ \\x\ 
même plan» jayeç tes lieux |^em.ière&, forces composées et , par ^onsé*^ 
quecit, avec toutes. les^uJBres* forces. 

. La seconde propositioii a. été jp^ireillecnent «étabUç ait. 141 , 14A et 
148. Elle n'est, d'aîlheurs, que l'énoncé. d'une vérhé, pour ainsi dire 
intuitive, applicable à toutes les hypothèses possibles d'actions des forces, 
et consiilgtiée dans 1<| airt,,4p. et 7^4, où on^a vm que l'unf; queloonque 
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des forces d'uif système en équilibre , qui n*a aucun point fixe, est ^ale 
et directement opposée à la résultante de toutes les autres forces. 

On ramène , dans certains cas , comme je le ferai roir dans la suite , 
le système dés forces en équilibre à plusieurs couples de forces égales 
et directement opposées , mais c'est une affaire de pure commodité. 

2ï6. La seconde proposition est donc immédiatement applicable à 
nne combinaison quelconque de forces parallèles; la première doit con« 
venir aussi aux forces parallèles , qui agissent dans un même plan, puis- 
que cette hypothèse sur le mode des forces ne fait qu'introduire, dans 
les formules générales de Tart. iSç, applicables à toutes les valeurs pos- 
sibles des angles a,^ a,, etc., les relations particulières af,= tf,,:t=df„,=i 
etc. 

Il est d'ailleurs évident qu'on peut appliquer, k deux forces parallèles, 
et à leur résultante, le même raisonnement, mot pour mot, qu'on a> 
fait, art. 43, pour prouver que la résultante de deux forces, qui con- 
courent en un point commun, est dirigée dans le plan de ces forces; et 
comme on peut obtenir la résultante finale d'un nombre quelconque 
de forces parallèles, par une suite de compositions binaires, en em- 
ployant la méthode de l'art. i38, si ces forces parallèles agissent dans 
un même plan, la résultante finale sera nécessairement dans ce plan 
puisqu'elle sera, par construction, dans le plan des deux premières 
forces composées. 

a 17. Il reste maintenant a introduire dans les formules générales, 
données depuis l'art. 120 jusqu'à l'art. i56, et applicables à des forces 
qui agissent dans un même plan, la condition particulière du parallé- 
lisme de ces forces, cette méthode, constamment suivie, dans l'expo- 
sition des vérités de la mécanique analytique, réunit , à l'avantage d'être 
claire et concise, celui d'être parfaitement rigoureuse; cette dernière 
qualité, surtout, lui appartient essentiellement, car si une conséquence 
qu'on veut tirer d'une équation vraie, est, ou inexacte, ou incompatible 
avec les bases sur lesquelles cette équation est établie, l'analyse rend 
aussitôt manifeste, par les symboles connus, le vice de raisonnement o\i 
l'incompatibilité, et si le résultat obtenu n'est acompagpé d'aucune in* 
dication pareille, il a un degré de certitude égal à celui de la fprmule 
dont il est déduit. 

jbi8. Je commence par la composition de deux forces parallèles P' ec 
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P" qui foui un même angle A' ave l'axe des x tracé sur le plan de 
ces forces, p' et p^' étant les perpendiculaires abaissées, sur leurs di- 
rectioéB ,. ds rorigine des cr et des j^. . ' 

- Je nomme R la résultante de jP et P" j A Tangle que fait- cette 
résultante; avec Tspce des x^ et r la distance de sa direction à l'origine 
des X et des j^y r , p' et p" sont, dans le cas dont il s'a^t ici, mesurées 
sur une même droite passant par l'origine des x et des j^^ et /? devant, 
art. ai 6, agir dans le plan de P' et P'^ ^ il ne reste plus qu'à déterminer 
sa trace sur ce plan, et son intensité. 

' Introduisant, dans les deux premières équations de'}Vt. t3t, la 
condition du parallélisme des forces jP' et P^'^ ^ on a ait^ai^^sz^ yti 
ces équations deviennent 

iî COS. ^ = ( P"+ P" ) COS. ^ 

iî sin. ^=( P'+P'') sin. wi' 
et on en déduit 

l I . ' < 

ainsi la résultante est parallèle aux. composantes, égale à leur somme» 
et la forme dçs équations, qui donne ces théorèmes j^ indique clairement 
qu'ils sont vrais sans restriction \ on doit, ainsi, les regarder comme 
aussi rigoureus)?mept démontrés q^ue les. propositions qui seraient Tin* 
terprétation immédiate, et, littérale des éqyation^ dont le3 deux précé* 
dentés sont un cas particulier. 

L'intensiité de la résultante étant connue, on a sa trace, sur le plai» 
des forces, par la troisième. équation de T^rt. i3igi qijii donne,, en ob-, 
servant que tes expressions qui multiplient l^j^P' ^^ ^''> représentent 
respectivement j art. ia8, r,/f' et z?''^^ ; ; i 

le moment de lajésitltanteest, d<ans.ce cas des forcer parallèles , comme 
dans le cas des forces non parallèles , égal ^ la soipme des moments des 
ÇQmposanleSé^ ' 

^ ^ jy.j ^'^i^^rJffj.^ir^^JC^^^^ Içf cwrcjannées. ^respectives des 
lignes de direction de RjP^ et P^^j et désignant par ot Tan^ commua 
formé par chacune de ces lignes et paii l!axe des o?^ la troisième équa- 
tion de Part. i3i devient 

I 12 
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219. On voit, par Téquation R^P' j^P" ^ que iî doit agir dam Je. 
sens de la plus considérable des forces P' ttP" } de plus, d'après Téqua- 

tîon /-g;' ^p^ J j lorsque P^ et P^^j agissent dans le même sens, 

P +P 

la trace de /î^ dont la valeur numérique surpasse alors celle de chacune 

pj des deux composantes , doit être située entre les traces de ces deux 

forces; si P' et P" agissent dans dps sens différents, ç[\xe BP^ et CP'^ 

soient leurs directions respectives et leurs sens d'actions, et A l'ovîgine 

des distances r^ p' etp"j comptées sur la ligne AP ^ perjiendiculaire 

à la direction commune des forces, on aura, ABzzip' ^ AC-=^pf' et 

faisant CB=p'' —p'^Xj, pn déduira de l'équation précédente les deux 

qui suivent 

XP" „ XP' . 

'''=-P+yr—pnJr=p-^^r^^ 

lesquelles , dans tous les ca§ où P' et P" agissent en sens opposés , donnent 
r<^p' y lorsque P'^^P" y et r^p^'^ lorsque P^^> P^j appliquant ces ré- 
sultats, avec les signes convenables, aux différentes combinaisons des 
positions des points y^^ B et Cj on verra que, dans toutes les combi- 
naisons de leurs sens d'actions, la plus considérable des trois forces 
P^> Pf et 7? doit avoir sa tirace située entre les traces des deux autres. 

Au reste tout ce que je viens de dire peut se conclure facilement de 
la considération des signes que prennent, dans chaque cas, les exprès- 
sibi^s de la form'é, J^'çôs: a— a?, sin. a^.et de leurs valeurs , d'après ce 
qiii a été expliqué art. i5i et suivants. . .^ " * 

^ a distance entre les directions de 
P et P" j si on représente iafar À' et >î'', respectivement , les distances 
cntr/B la direction de R et celles de P' et P'^ on aura 



hî .r. .. 



l'équation /■= — ^i j>n ■ deviendra P' X'=P" À" d'où J^, :,/"<! jj 

,. .. . ."^' . , • ■• • . , , , ...... 

X" \ l' j en cbïhposant cette pfô|)ôrti'dn ti eh là coml^inantaVéc Piquas 

tîon iî=/^+JP'^ on a " ! ' 

R'.P':P"':?i.X"'.?L' 

fhéoréme analogue à celui de Part. 69. 
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121. Uéquation P' ^'=:P'' À" ^ appliquée au cas où un des poîfilts der 
la résultante est fixe, (cas auquel, art. 146, P' et P^' sont en équilibre 
autour de ce point ) donne le fameux principe de l'équilibre du levier' 
découvert par Archimède ^ il y a environ vingt siècles et demi , et qui» 
forme la proposition 7 du 1^^. livre de son traité de V équilibre des 
plans s c'est la première vérité qu'on ait démontré , par le raisonnehient, 
dans la mécanique rationnelle.- 

222. Quelque soit le nombre des forces parallèles P'^ P" j etc. agis- 
sant dans le même plan et qu'on veut composer en une seule, on peut- 
avoir la résultante générale par une suite de compositions binaires f. 
comme on à fait à Parti i38; mais il est plus court de s'appuyer immé- 
diatement: sur les résultat» de l'analyse contenue dans cet article en 
introduisant, dans les équationa de l'art. 189 , la <roi!iditon de l'égalité» 
de chacun des angles à' ^ a'*^ etc. k un angle A' j et supposant qiieJa. 
résultante /? fkit av^ l'axe éesrx un angle Ajice qui donite les équatiocs 

/î COS. ^ = cos.^' '^ ( P) ' 

/?sin. ^=sin. ^'2;(P> 

desquelles on conclut ^ comme à l'art, ia 18 où il né s'agissait que de* 
deux forces 

désignant, p^f ûf,7a valeur' commune A et Aé A' ei adoptant, d'ailleurs, 
la notation del'art. 189, on a, pour déterminer la direction de la résul- 
tante dont l'intensité e^t donnée* paf l'équation /Î=JS(P), Tune o» 
l'autre des deux équations 

les^ X etjK^ soùs le signe JS", représentent lés coordonnées partîculîért's 
a/ y x" y ^^c.y^y y etc. des poinis d'application des forces P'^ P" etc. 
et les a?, et j^, hors du signe , se rapportent, spécialement, aux diffe-^ 
ren^ ppînts delà tfaqe;de la réful^nte- î j; , .') > V . - 

,2:i2^ ai, ,1 dans, lai seconde des éq|Matipn&. prépéijlentefl , on fait 

^"^^ ^/kx ■ y le ' pctfni! de' la trace de* la rétmttânte , 'coi-ïîespondaht ^ 
2?(P) r . , 

à cette abscisse, aui-a pfour'Qrdonnée r = — ^ . x! » ce poiiit est très^* 
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remarquable ; l'angle a n'entre dans les valeurs d'aucune de ses deut 
coordonnées y eneorte que c'est un point commun à toutes les directions 
que peut prendre la résultante » dans l'bypotbèse 06 les forces conter** 
vam leurs intensités, leurs peints d'application, et leur paraHélisme« 
feraient d'ailleurs tous les angles possibles avec une ligne fixe tracéfé dans 
le plan de ces forces. 

s,2/[. Le pomt qui a pour coordonnées — ^ . / et — ■ p^ et qui 

est une espèce de centre fixe de rotation de la ligne de direction de la 
résultante, s'appelle centre des forces parallèles. 

%2,b. On a la condition de l'équilibre des forces paraHôles qui ^ 
dirigées dans un même plan, agissent sur un système libre, en faisane 
dans les équations de Fart. 141 , a^ = o/^si etc« t^a^S{ P). cos. aano j 
^ (Py sim a:=2 0, au moyen de quoi ces deux équaticms se rt^duisenf 
à l'équation unique S(P)=zOi k laquelle il faut t^nir l'autre équa- 
tion S{Pp)=,o, ou son équivalente 

^(P^) — 2;(Pj?) tang- âtzsso 

et les mêmes résultats se déduiraieiitd^ l'bypotbèse /{so, et2!{P)sao^ 
dans les équations de l'art. 222. 

226. Un raisonnenfent^ absolument semblable à celui de l'art, 148^ 
prouverait que lorsque ces équations ont lieu par rapport à une certaine 
origine des^^ x ^ éijy et à une certaine direction de Taxe des œ^ des^ 
équations semblables ont encore lieu pour toute autre origine et toute 
autre direction prises dans le plan des forces. 

De réqutltbrs det forces paraltëlef autour d^uii point fixe tftué dans le p?aR qui 
renferme lesligiie» de direction des forces. Pression de ee point. Détermina-' 
fion de là plu» grande et de la plus petite valeur de cette pression. Du cas 
où le point fix^ est pla:cè au centre des foreer parallèles ^ 

aay. Les forces parallèles contrtrtrâM d^agif dans unf méiVie pfart , ôrr 
peol s»pposé¥ qw lé Système des points matériels autqiiels ces forces 
sont appjiqjuées est assujetti à tourner autour d'un point fixe , situé 
àur ce plan, et chercher les conditions de l'équilibre relatives k cette 
hypothèse. D'après ce qui a été dit, art. 145, la recherche dont il s'agit 
ourait matière à une pr^m^ière détermination > Celle de la position ài 



Section flÉt/XïfeMe: 9S 

donner ûtf poînt face pour obtenir Téquilibre, et réqualîoii]^quî elcprîme 
les conditions demandées > renfermé le terme qui doit être nul lorsque cef 
point est placé comme il doit Têtre. 

Or on a vu , à l'art, cité, que l'équilibré? avait lieu lortque le point fixe 
se trouvait placé sur la trace d'une ligné drbite , ayant pour équation 
Xy^^Yx — I!(Pp)=s:Of et qwe Tégalifé à iéro du terme constant 
2 (Pp}f en exprimait complètement les conditions, Torigfne com- 
mune des lignes p étant au point fixe; en effet Péqodtioh ^{Pp)^=o, 
suppose l'existence de ce point sur la direction de la résultante, dont 
l'équation rapportée à deux coordonnées rectangulaires quelconques g 
prises dans le plan des forces?, est Xjr--^Voù'^Z\Pp}:=o. 

s,2B. Le cas des forces parallèles agissant dans tin même plan donné" 
pour l'équation de la direction de ta résultante, art, 222, 

{jr—xtsjig.a)l:{P)--l{Pjr)+2;{Px)tsaig.a = o, 

et tout point fixe, placé sur cette directfon, établira l'équilibre; mais exï 
transportant, à ce point, l'origine des coordonnées, l'équatfon de là 
trace de ïa résultante devient j/*— a?tang.ût=i=o, et on a, pour énoncer 
que le point fixe a la position dont on vient de parler, et que, par consé- 
quent, l'équilibre a lieu , Téquation 

l{Pjy)—2(Px)tanfi.a=»a 

l'origine d^ x et des j^ étant à ce même point. 

aaç. Cett« équation, qui équivaut à S(Pp)±=zcf, exprime que fa 
somme des moments est nulle par rapport au point fixe. 

23o. Dans le cas du système libre^ art. 2^5, l'équilibre résultait des^ 
deux conditions ^(P;?) = d et 2?(P)=ïrO,mais danslecas actuel^(P) 
est l'effort que lé point fixe a à supporter, ce point se trouv^uit sur* la 
direction de la résultante dont ^(P) est ta valeur. 

aSi. On voit ici, comme à l'art. 148, que l'effort exercé donfre ïe 
point fixe est le même qui aurait lieu si toutes les forces parallèles lui 
étaient immédiatement appliquées^ 

232. Enfin, tout ce qui a été dit depuis l'art. 149 jusqu'à Kart, ibôg 
inclusivement, est applicable, sans, restriction , aux cas traités depuik 
l'art. 227; )'ai fait voir, danales art. cités, les changements qu'on peut 
faire subir à un système de forces dont les directions sont sur un mémr 
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fi^9 ^ '^ ^ fpfft équilibre fpjitour à^m^ pçint de ce plan» rei^du £tf / 
É^sp^ ^\ip l'éqpi^b^e qesEie d'avoir l^eu , cbfmgea;iei;its qui permettent de 
rendre parallèles des forces qui ne le ijdot paç, ou 4e dé,truire le j^allé*' 
IJLSffie (de ces £;Ni>ces ,lor^qu'îl existe. 

ia33p JV iH^rljèart. i56 d'rvm minio^Qi ^et d'un maximun;! d'efibit sur 
]^ pqint fixej en i^ptaptJlanQtatiqnde l'itrt, iSp, lesxropditions d'après 
lesqueUctspQ .cfbtîeiKlra.ûe -m^p^nAum oy ce maximum sont ex|)riiné^ par 
)'f4équatioi;iZ(Psin.a)l?(/'^cos.(K) — ^{Pco^,a)S{PdaB\xk.a):s=:09 
équation <[Ui ser^ipparte i^ucas où l'intensité de chaque force et la dis* 
fance ik sa .directipn au point fixe demeurent constantes; cette force 
pouvant, d^iUeurs, être appUquée ^ Mn .ppii^t quelconque ^u cercle quî 
«t^ pour r^yopj jUl dif^ai^ 4Qnt je yi^os de parler ^t le point (ixe pour 
centre. On a vu art. .1^4 , que TéquiUbre continue d'avoir lieu, quelque 90Î< 
ce point d'application pourvu que la force agisse toujours dans le même 
sens sur la circonférence du cercle auquel sa direction est tangente; mai^ 
1^ valeur de la .résultante,. pu Teffort^'elle exerce j5ur Le point fixe varie 
^ chaque. changement de po3itiqn et il s'agit de sayoir cpmment les direc- 
tions des forces doivent être disposées pour qvie la dififérentidle de la 
résultante soit pulle lorsqu'on fait varier ces directions de quantités in^ 
finiment petites. Cette condition sera^ diaprés l'équation précédente^ 
généralement remplie dans tous les cas où on rendra les forces parallèle» 
cntr'elles et par conséquent à la résultante, les relations entre les diffé- 
rentielles da,j ii a „ etc. demeurant absolunnent arbitraires; ensuite pour 
obtenir la plus grande des sommes données par les divefses combinaisons 
de forces, ainsi rendues parallèles , on placera d'un même côté, par rap- 
port au point fixe , toutes celles, qui tendent à faif e tourner dans un même 
aens^etdel'aotrecôtéypar rapport au même point, toutes celles qui tendent 
à fuLire tourner dans le sens contraire ; la pression du point fixe sera égale à la 
somme totale des forces. Pour avoir leminimumde pression de ces même» 
forces, toujoursramenéesau parallélisme , on le» placera de part et d'autre 
dv point fixe enlescombinsialdemanièreque>/7, S, 7", etc. étant le^forc^ 
iqui agissent d'un côté de ce point , et Bf, S^j T^j etc. celles qui agissent de 
Vautre (Côté du même, point, on ne puisse pas faire une transposition dan» 
le^ux termes de la difFércnce {R'+S'+T+ etc.) — {R + S+T+ etc.) 
•Ms augmenter cette différence. 

-^34. Cttte pression maximuni^ ceue pression miwimum, et^e» 
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général, des pressions déterminées quelconques du point fixe, peuvent^ 
sans changer de valeurs, avoir lieu dans toutes les directions possibles; 
vu qu'on peut ou rendre toutes les forces parallèles à une ligne passant 
par ceipôijit fixe, et ayant d'ailleurs une position arbitraire dans le 
plan des forces, ou faire faire à chacune, avec cette ligne, un angle 
donné à volonté. Ces propositions sont liées au théorème suivant qui se 
déduit immédiatement du contenu aux art. 146 et i5i : si on a des forces 
quelconques, dirigées dans un plan, un point, de position déterminée 
arbitrairement» sur la direction de leur résultante , sera, la commune 
intersection de toutes les résultantes qu'on pourra obtenir , en faisant 
varier à volonté les directions des forces , avec les seules conditions 
que la distance de chacune de ces directions, au point dont )e viens 
de parler, demeure constante et que le moment de chaque force, par 
rapport au même point , ne change pas de signe. 

^35. Ainsi voilà un centre sur lequel les actions combinées des forces 
se reportent continuellement , dans toutes les positions des points d'ap- 
plications, compatibles avec l'invariabilité de la distance de chaque ligne 
de direction à ce point commun , lequel peut prendre une position qui 
lui donne des propriétés remarquables, lorsqu'il appartient à un système 
sollicité par. des forces qui , dans leurs changemepts de directions, de- 
meurent constamment parallèles entr'elles et dont chacune conserve le 
signe; de son moment. Le centre dont il s'agit est, alors, art. 2U.9, un 
point quelconque de la ligne qui a pour équation 

(jr_^a? taiig. a ) 2? (F) — 2; (Pjr) + 2; (Pa?) tang, a=o 

. r- ji X • Z(Px) 2(Pr) 

^i on fai^5,dans cette équation j?=3 — J^^^-i- j on aura y a? ^\^x- > 

2é (P) ^ ^\P) 

et oin 'déteiHrriînera le point de laî trace de fa résultante, déjà trouvé et 
défini art. 22,3 et 224, dont la' position est indépendante de l'angle a 
formé ^par chaque- force et par une ligne de position fixe. Ce point 

réunira donc , à la propriété énoncée dans Tarticle précédent , celle 

. . • • • 

d'être' aihiii placé à là'dàmmune intersection de toutes les lignes de 
directîon'd^ la résultante (doilt' la valeur demeure constante) dans 
Vhyposhèsè où, conservant lé parallélisitie des forces et les positions des 
points auxquels e^s fot-ces sont appliquées, on ferait décrire, à la ligne 
de' direction de 'chacune d'elles^ des apgles quel(ïonques autour de son 
point d'application^ 
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J'ai dit que ce point se nommait le centre des forces parallèles j 
nous le retrouverons bientôt encore dans les systèmes de points d'appli- 
cations des forces^ à troi^ dimensions. 

â36. Le centre des farces parallèles étant supposé fixe , leur équi- 
libre autour de ce centre n'est soumis , comme on la vu , à d'autres condi- 
tion qu'à celle de la conservation de leurs intensités et des positions de 
leurs points d'application ; cependant, le système étant de forme inva- 
riable > on peut lui faire décrire un angle quelconque » autour du centre 
fixe, et, après avoir ainsi changé sa position, l'équilibre subsistera 
toujours si chacun de ses points est encore sollicité par la même force 
et si le parallélisme des forces est maintenu. 

Cette théorie aqra, dans toute la suite du cours, des applications 
importantes. 

Cas singnJLicr de la composition des forges qui agissent dans un même plan. 

Définition des couples. 

287. Une des conséquences de la théorie que j'ai exposée depuis l'arf^ 
i£0 jusqu'à l'art. 140, et depuis l'art. £i5 jusqu'à l'^rt. âs.6 est, qu'en 
général, des forces qui agissent dans un même plan, peuvent toujours 
se composer en une force imique. La proposition est vraie, sans excep- 
tion , si on admet , comme valeurs qui résolvent un problème , toutes 
celles que peut donner l^alyae, depuis zéro jusqu'^à l'infini, mais il n*eiii 
faut pas moins, lorsque la nature de la question le permet, substituer, 
à ces valeurs limitas j^ des quantités susceptible^ d'eoircr danf des ex- 
pressions analytiques calculables^ 

Qps considérations me détern\inent à compléter, d'après la pronlesse 
que j'çn ai faite, art. 140,, la théorie exposéç depuis l'art, r^, eupwlai&t 
d'un cas si^ng^Uerdc composait ipn de$ forces» qui donqe une vé^uU^nite 
nulle , qu infiniment petite , ag^ssapt k ui^ di^^picei ic^O: d^ ffA^t 
auquel on r^^porte les moï»e<^ts^ 

238, Ce cas. a lieu lQrsq^e des. fQrçe3„ W nçnjbrf pî^^, apf^uéf* h 
un systçnjç^ peuvenjt être divisées en cQf^plejij, cVstnàfjc^ire e^^ gifoi^pf^ 
composés çbacMU 4e deux farces,^ çç^ à^ux £çfQç$f qui> cow(iti/^t 
.cb^quq groupe ou couple y étant par^dlèles., égales., et agitant «1 
)^DacoAtrairea»dan&.d!^ligpi?s^de direction p1«;ée« à. une di$t99f;f^fi9Îe 

l'une de l'autre, 

»39. 
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aSp. Il est évident que les composantes de ces forces, parallèles, deux 
à àeuXf k des lignes quelconques prises dans l'espace, formeront une 
Somme nulle; et si on suppose qu'elles agissent, toutes, dans un même 
plan , on aura, en employant la notation de l'art. 141 , À'cr:o et l^=o, 
équations qui expriment que les forces peuvent se réduire à deux forces 
parallèles , égales, faisant, avec une mt»me droite , des angles dont les 
cosinus ont des signes différents, et satisfont à une partie des conditions 
de l'équilibre d'un système libre; mais cet équilibre exige, de plus, que 
les mêmes forces soient dîrec/emenl opposées j c'est-à-dire aient leurs 
directions sur uue mciue ligne,, et il faut, pour que cette condition soit 
remplie, qu'on ait une troisième équation 2(Pp) = o^ k réunir aux 
deux précédentes. C'est l'observation, consignée dans les art. 14^ et 148, 
à la suite de l'exposition détaillée de la théorie dont cette observation 
est une conséquence; or, dans le cas singulier dont il s'acit, x' étant 
une des forces qui composent une couple, r' et r'' les perpendiculaires 
abaissées, du point auquel on rapporte les moments, sur leurs directions 
respectives, la somme des moments des forces x^ sera ;/ r" — ^' r^ ou 
x' (r'' — t')^ c'est-à-dire le produit d'une des forces par la distance 
entre leurs directions; désignant cette distance par f', le moment de la 
couple sera x^ e' ^ et la somme des moments de toutes les couples, ou de 
toutes les forces du système, aura pour expression Z (xe) j les explica- 
tions que j'ai données, dans plusieurs des articles précédents, sur les 
signes des moments en général , me dispensent d'entrer dans aucun 
détail sur les signes des termes de la forme x e. 

240. 2! (x€) ne doit être nulle que dans des cas particuliers, c'est-à- 
dire, qu'en général , elle est une quantité finie; l'équilibre n'existe donc 
pas , quoique les sommes des composantes, parallèles aux axes , soient 
nulles, et substituant , dans les équations (y/) de Tart. 189, pour X^ 
Y ^ et ^ (^/^) les valeurs que comporte l'état actuel de la question, 

on a /? = G ^ r = ^ — i- = ao conformément à ce qui a été annoncé 

article 287. 

241. Il est donc impossible d'obtenir la composition effective, en 
une seule résultante, des couples appliquées à un système libre y et par 
conséquent de leur faire équilibre avec une seule force ; mais cette im- 
possibilité qui tient à la condition qu'on s'impose de remplacer, ou 

I i3 
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d'équilibrer les forces du système libre avec une force unique^ cesse 
aussitôt qu'on ne s'astreint plus à cette condition. En effet soient 
R' et R' deux forces qu'on veut substituer à celles qui sollicitent le 
système, a' et a" les angles qu'elles font avec l'axe des a?^ / et r" les 
distances de leurs directions à l'origine des x et des j^, ces forces, d'après 
la théorie dont le contenu de l'art. 1 39 est la conséquence, résoudront 
le problème lorsqu'elles satisferont aux équations 

R COS. a' + R" COS. a":=iX 

R' sm.a' + R'sm.a"=r 

R r' +RW =2(Pp) 

trois des inconnues R^j R" ^ a'^ a" ^ r'^ /' demeureront arbitraires, et 
pourront être déterminées de manière à satisfaire à des conditions parti- 
culières. Si donc on pose pour condition que les forces sont dans le cas 
4e l'art. i38, ce qui donne X=o, Jr=o, S (^Pp)=zZ (^^), on aura, 
jégard à cette circonstance en faisant /î' = — R" j a' :=.a" et les équa- 
tions qui résolvent le problème, deviendront {^R — /î' ) cos. û=o j 
\R-R)s\u.a'=os R{/-r")z^Z{?c€) 

242. D'après ces résultats on pourra remplacer toutes les couples par 
,upe .couple unique, telle que le produit d'une des forces qui la com- 
posent par la distance entre les directions de ces forces soit égale à la 
5on).n;ie de tous les produits pareils donnés par les autres couples. Dési- 
gnant par r l'une des forces de la couple résultante, et par e la distance 
entre leurs directions, on a, pour déterminer l'une des quantités X'et 
^ j l'autrje étant arbitraire, l'équation 

jr€=zZ (xe) 

248. Si on donne aux forces JT^ ou à leurs moments, des signes 
contraires à ceux que comportent les équations précédentes, ces forces 
feront équilibre à toutes les forces x j et en général des couples , en 
nombre quelconque, seront en équilibre, sur un système libre, lorsqu'on 
aura l'équation Z{ic€)z^o^ et réciproquement; les autres équations 
Jf = 0, 1^ = , se trouvant satisfaites, a priori ^ par les conditions 
mêmes qui établissent Jes relations entre les forces. 

:i44. L'équation de compo8itionjr£=:2^(^f ) et l'équation d'équilibre 
S (x€)z=09 fournissent un résultat remarquable; les coordonnées des 
points d'applications des forces et les distances de leurs directions ap 
point auquel on rapporte les moments , n'entrant point dan^ ces éoua? 
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tiods, dès que l'une ou l'autre a lieu, pour une combinaison particulière 
des positions des couples, dans le plan qui les renferme, elle a encore 
lieu pour toute autre combinaison arbitraire qu'on peut faire de ces 
positions, dans le même plan, non seulement en transportant les couples 
d'un lieu de ce plan dans un autre, mais, encore, en donnant, aux forces 
parallèles qui les composent, des directions quelconques. Tant que les 
forces d'une couple , la distance entre leurs directions , et le signe du 
produit d'une des forces, par cette distance, ne changeront pas, le terme 
introduit dans une expression analytique, par cette couple, aura toujours 
même valeur et même signe. 

2^5. Il est presque inutile d'ajouter que cette même faculté de placer 
les couples, et de diriger leurs forces à volonté, subsiste encore dans 
l'hypothèse où ces couples se trouvent combinées avec des forces non* 
accouplées; et enfin on peut, sans que l'effet général des forces et les ex-' 
pressions analytiques, qui se rapportent à cet effet, subissent la moindre 
altération, substituer, à une couple quelconque, une autre couple, pourvu* 
que les produits respectifs des forces de ces deux couples par les^distances^ 
entre leurs directions, aient même valeur et même signe. 

246. Voici encore une autre propriété dont j'aurai occasïôil de faîre* 
usage. Si plusieurs couples, renfermées dams un phan, sont en équilibre 
sur ce plan, les conditions de cet équilibre seront, art. ^243, exprimées- 
par l'équation unique S (x€):si:oj mais il est remarquable que cette 
équation de condition est commune au caa où le plan des forces a uir 
point fixe, et à celui où il n'en a pas, elle exprime, corhplétement, les' 
conditions de l'équilibre dans l'un et l'autre cas. Un point fixe sur u» 
plan qui renferme des couples en équilibre autour de ce point, n'éprouve 
donc aucune pression , et peut être supprimé sans que l'équilibre cesse 
d'avoir lieu. Cette propriété tient à ce que, par la nature des Couples, 
on a toujours la résultante générale /î=a, et on a vu, art. 147 et :a3a,- 
que la pression d'un point fixe, situé dans uri plan,- et autour duquel» 
des forces, situées dans le même plan , se trouvent en équilibre , est, 
dans tous les cas, égale à /?. 

On peut présenter la dénrK>nstration de ce théorème , soUs cette 
autre forme bien facile à saisir. Substituons, aux couples en équilibre, 
d'autres couples de môme valeur et de même signe, dans chacune des- 
quelle» la distance «'entre. les deux forces d« la couple soit la même ^ et 
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plaçons les île manière que toutes les forces qui les composent soient 
dirigées sur deux droites parallèles , tracées à la distance € Tune de 
l'autre ; ( ces divei-ses dispositions pouvant , d'après les deux articles 
précédents, se faire sans que l'effet des couples soit changé) l'équation 
£ (x€)=zo^ qui est devenue € S (^)=:o, nous apprend que la^omme 
des forces x est nulle sur chacune des deux parallèles, et que par consé- 
quent les couples en équilibre se réduisent ultérieurement i quatre forces 
égales , deux desquelles agissent dans des sens directement opposés aux 
sens d'action des deux autres; un équilibre de cet espèce, résulte donc 
de la destruction complète des forces , et ne suppose jamais que leurs 
efforts doivent se reporter sur aucun point fixe. 

247. Je finirai ce que j'ai a dire sur les couples agissant dans un même 
plan^ en faisant observer que la combinaison de plusieurs couples avec 
d'autres forces, susceptibles d'êtres composées en une seule, peut tou- 
jours donner, ultérieurement, une résultante unique; eh effet, on a 
d'après les deux articles précédents , la liberté de mettre toutes les direc- 
tions des forces des couples à angle droit sur la direction de la résultante 
des autres forces ; dans cet état , la résultante dont je viens de parler 
pourra se composer avec une des forces parallèles, la force donnée par 
cette composition, se composera à son tour avec une des autres forces 
parallèles et ainsi de suite, jusqu'à la dernière parallèle, et , il est évident, 
toutes les forces étant supposées avoir des valeurs finies , que chaque 
composition successive aura lieu entre deux forces dont les directions 
se Rencontreront. 

Equilibre et composltîou des forces parallèles qui agissent dans, des plans dif- 
férents ; du Centre des forces parallèles dans ce cas. 

^48. L'analyse des questions relatives à l'équilibre et h la composittoir 
des forces, qui agissent dans des plans différents, va être traitée par la 
môme méthode que j'ai déjà employée lorsqu'il s'agissait des forces com 
courantes en un point eommfun ou dirigées dans un même plan. Je suppo- 
serai, d'abord, que trois forces agissent sur autant de points d'un système 
libre de forme invariable, et je chercherai les conditions de leur équi- 
libre, sans prononcer autre choee, sur les directions de ces forces, sinoof 
qu'elles sont parallèles. 

2AQ. Il résulte de ce Qui a été démontré, art, 2v5 et uiô, oue trois* 
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forces parallèles j en équilibre doivent nécessairement être dirigées dans 
un même p]an (celui qui comprend leurs points d'applications), il faut 
donc , puisque cette condition n'est plus comprise dans l'énoncé de la 
question , qu'elle spit exprimée par l'analyse. Rapportant les positions 
des différents points des directions des forces aux axes des x ^j- çt z, 
les trois directions rencontreront, nécessairement, un des plans coorr 
donnés; soit le plan rencontré celui des œj. Je nomme P'^ P"j P"', 
les trois forces ; afj^ a" ^ a!"j b' ^ b" ^ b'" ^ les coordonnées des points 
de rencontre de leurs directions et du plan xy y respectivement paral- 
lèles aux X et aux^^' l'équation qui expriniera que les points auxquels 
se rapportent |es coordonnées sont en ligne droite, exprimera, ep même 
temps, que les directions des forces (dont le parallélisme est présupposé 
par Pénoncé c^e la question) sont dans un même plan. Cette première 
condition est donc assurée par l'équation 

........ {A) 



a!'— a' a!"^a! 



n reste à exprimer que les forces sont en équilibre dans leur plan 
commun et , par conséquent , art. 2^5 ^ à poser les équations 

p/ +p// +pw =o ....... (5) 

P' p' ^P" p" ^P'" p'^' = .... . . . (C) 

p' y p^' et p'" étant les perpendiculaires menées sur leurs directions d'un 
point commun pris sur le plan des forces. La position de ce point étant 
arbitrjaire art. 2^6 , \p la prends, pour simplifîer le calcul, sur la direc* 
tion de P' ^ ce choix , de pure commodité , ne nuisant , en rien , à la 
généralité des résultats , et la deuxième équation , ci-dessus , devient 

P"p''+P"'p'" = o ...... (C$(*) 



mmÊmmmmm 
• 



(*) Ajoutoni à l'équation {C) le produit ^ (/^+/^'-f/^'') qui , d'après 
réquation {B) , C3t zéro par lui inéjçae ^ cette équation {C) deviendra , en 
t^i^nt pff -J^ ^' = ^" /f/" + ^ — ^'^ l P^ ^'r^P" :fr"'^P"f ^'' = oi 
les longueurs ^, 7t" y^" ayant une origine commune, quelconque, sur 
une perpendiculaire aux directions des forces. On voit aisément et immédia- 
tement, par ce calcul, comment (C^) reproduit ((7) et a le même degré do 
généralité que cette équation {C). 



loa StavTique élémentaire. 

J'observe ensuite qu'il résulte de l'équation (j4), et de la condition 
du parallélisme dès forces , que/?" est k p^" comme la distance entre les 
points dont les coordonnées sont af ^ b' ^ a'^ ^ b" est à la distance entre 
les points dont les coordonnées sont a! ^ b'j a'"^ b'" . Mais , d'après la 
même équation (^, ces deux dernières distances sont entr'elles dans le 
rapport de a!' — a' à a!" — ^ % et dans le rapport de V — b' à V" — b' s on 
aura donc introduit dans l'équation (C) les conditions énoncées par (^), si 
on y substitue, successivement, à p" et/;"^^ les lignes a'^ — a' ^ a"' — a' s 
U^ — b^ ^ b^" — b' qui leur sont proportionnelles, et on obtiendra, ainsi , 
les deux équations suivantes , qui représentent îe système de {A) et (C) 
et qui redonnent immédiatement {A) , par l'éliniination de P" et P"\ 

P" {a!'—a!)^P'" {a'"—a') = 0', 
P" {b'^—b') + P"\Vf'—b')^o. 

j'ajoute à la première de ces équations le produit a* (P^+P^' + P''^) 
et à la deuxième le produit è^ '(jP'+P"+P'"), produits qui , d'après 
l'équation (B)^ sont, l'un et l'autre, zéros par eux-mêmes } et j'ai , fînar 
lement, pour remplacer (y/) et (C)^ o\x (^) et (C)j les deux équations 
suivantes, 

• • • • 

P' b' + P'' b'' + P''' b''' = G , 

fiSo. Ainsi , pour énoncer , complètement ^ que trois forces parallèles 
sont dans le même plûh et qu'elles sont en équilibre , il* faut poser les 
l^uatiôns suivantes, 

pf +p" +P"' =o} 

p a' + P" a*' + P'" ar' = Q\ 

Pb'JrP"b"-\-P"'b"' = o. 

■■''•'•■ 

' *a5i. On déduit immédiatement, de ces équations, les formules pour 
la composition de deux forces parallèles P' et P" ^ appliquées à deux 
points quelconques de l'espace. R étant la résultante de ces forces, (qui , 
art.âi5, %\6 et âi8, doit avoir sa direction dans un même plan avec celles 
de P' et P" j, et leur être parallèle), a t\b les coordonnées des points 



Section ûeuxièmè. loS 

de rencontre de sa direction et du plan de x y ^ les quantités Ry Ra 
et Rb doivent être telles qu'en changeant leurs signes elles fassent , 
respectivement, avec P' +P" ,, P' a! -j^P" a" ^ P' b' ^P" b" ^ des 
sommes nulles^ il faut donc qu'on ait 

R =:P' ^P" 

Ra—P' a'+P" a" \ 

Rb^P' V +P" b" 

aSa. Si on avait à composer trois forces parallèles P' y P" y P'" i 

dont les directions pourraient être, ou n'être pas dans un même plan, 

les lettres a y b y accentuées différemment, représentant toujours les 

mêmes quantités que dans les deux articles précédents, on commencerait 

par composer P^ et P" y d'après les formules que je viens de donner, 

et composant ensuite, avec P'*' y la résultante de ces forces que je 

désigne par Ry on aurait 

R =P' ^P" +P''' 

R a=P' a'+P" a"j^P"' a!" 

R b^P' b'+P" b"+P"' b'" 

a53. Cette méthode de compositions binaires successives appliquée à 
un nombre quelconque de forces P' y P'^etc. , dont les lignes de direc- 
tions sont supposées être dans différents plans , fait voir, d'abord, que 
la résultante générale est parallèle aux composantes, et donne, pour 
calculer la valeur de cette résultante et déterminer le point où sa direc- 
tion rencontre le plan xj y les équations 

R =-S(P) 
Ra=Z{Pa) 

Rb=Z{Pp) 

a et b sous le signe 2? , représentant les ordonnées particulières a\ a" etc. 
^^^''etc. 

204. Dans l'hypothèse de l'équilibre entre les forces P' y P" etc. on 
a les équations 

2;(P)=o^-2;Pa) = o^-Z(P^)=o 

qui énoncent que l'une quelconque P y d'entre ces forces, devient la 
résultante de toutes les autres, si on change, sur sa ligne de direction, 
le sens de son action, et, par conséquent, les signes des termes Pa eç 
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P b qui appartiennent k cette force; ou qui, en d'autres termes , énon- 
cent que ces forces peuvent sç ri^uire à deux forces égales et directemeut 
apposées. 

255. Les équations des deux articles précédeiHs ne reoferment que 
les valeurs des forces et les coordonnées des points où leurs directions 
rencontrent le plan x y ) ces équations sont donc indépendantes des 
angles Tormés par la direction commune des forces et par les axes coor- 
donnes , et applicables à des valeurs quelconques de ces angles, ou à 
une direction commune, arbitraire, des forces dans Tespace. On pourra 
en déduire aisément d'autres équations dans lesquelles se trouveront les 
angles formés par les forces et par les axes coordonnés, et les coordon- 
nées des points d'applications des forces pris sur leurs directions hors 
du plan xj; 
Fie. Il ^^^^ YAX le plan xy ^ C le point de ce plan, où il est rencontré 
par la direction de la force P et qui a pour coordonnées A Bz=.a et 
Bc:=b j soient de plus, M et CMF\çs projections orthogonales res- 
pectives, sur le plan xj^ du point d'application de P et de la direction 
de cette force ; nous aurons les deux coordonnées APz=zx et P M=j. 
Supposons que le triangle rectangle formé par CM ^ par la portion de 
la ligne de direction de P comprise entre C et le point d'application 
de cette force, et par la troisième coordonnée z^ dont le pied est en 
M y 8oit couché sur le plan xy^ après avoir tourné, d'un quart de circon- 
férence autour de CM^ et que ce triangle soit CMN; on aura MN= i^ 
et on fera , en conservant la notation adoptée jusqu'à présent , angle 
CNM:=:y^ angle formé par CN et par la parallèle BCç diuxy y=,ffj 
angle formé par CN et par la parallèle CÇ k l'axe des .r, = a^ (les angles 
a et ^ se rapportant à la position que prend CNj lorsque le plan du 
triangle rectangle CiV^Af est perpendiculaire au plan a:'j^). 

Cette construction donne 

CN= 



COS. y 

COS. y COS. y 

d*où, en observant que CQ=,x^a et que Cqr=iy^bj 

Z COS. OL 1 -2 COS. S 

a-^x^^- j b^=-y -. 

COS. y COS. y 



J'ai 
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J*ai voulu donner une démonstration directe et immédiate de ces for- 
mules» vu l'importance de l'usage que je vais en faire» irtais^ j'aurais pii 
les déduire bien simplement.des équations, de l'art, ay, en observant 
que , pour appliquer ces équations au cas dont il s'agit ici » il faut y 
introduire la condition que le plan des (v^j^ se confond avec le plan des 
^jr^ ce qui donne c; = o. Faisant donc c = o^ dans les deux dernières 
équations de l'art, cité, on a, pour a et h^ les valeurs trouvées ci-dessus. 

2,56. Ces valeurs applicables aux ^ et i^ accentués différemment, 
étant substituées dans les équations de l'art. 253, on a î 

y COS. y C08- o 

^~ COS. ff "^ S (P) 



Z{Pz)^-^^tJL,z(Pccy 
X co9i y C08. a 

*^ COS. a "^ ^OP) "^" 

et en égalant ces deux valeurs de « 

COS. ff ^os. a 



I 



cos.a.^ , Si.P) . ..,..,_■ ,, 

équations qui donnent la valeur de la résultante et sa direction absolue. 
Il faut se rappeller jque cl^6 ^ty sont des angles communs aux direc- 
tions de 'toutes forces, que les coordonnées 'o^./^^ 4 ^ sous le signe^^ 
représentent- les valeurs particulières des x'^y^z'^s ^''/y'j -s" etc. 
des points d'applications des forces P' ^ F" etc^ et enfin que ru9e,q^et 
conque de^ trois équations de la direction de la résultante est une 
conséquence des deux autres. 

267. Xes mêmes valeur^ des quantités ^ et b de différents accents, 
substituée^ dans les équations d'équilibre de l'art. 2^4 , les changent en 

SJiP^)^SSL2LsiPs)^Oi ; • -. .' 

' COS. a ■ 

1 14 
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jdt osk peut ^ à l'une qi^conque de ces deux dernières, substituei- la sui- 

; . SL^di I4 jKw^itipx? ^Jt>5plife'» dans. Ijc^pfçe,;' de la lignç de direction de 
^ rt'sultaixte dépend» en général » de^ ^•^g)^ çommunç que font les forces 
^vec les trois axes coordonne^ des points^d'applicationsi et des intensités 
^fr<^s fbFC6$2;|)Oja ;pe(4t) en ipdi^tenan^.ljes points d'applicc^tiotiset les 
intensités, faire ya^ier i'^i^clii^ison générale» tant des composantes- que 
de la résultante, mais celle- ci /conçeivera un point commun à toutes les 
directions qu'elle pourra pç^ndre ; ce point est le centre des forces 
parallèles que J'ai déjà, déterminé art. 224 et liSô pour les forces paral- 
lèles qui agissent dans ^ .npénie plan. 

Comme j'en suis à la détermination de ce centre dans le cas le plus 
général de l'action des fbrces parallèle^,. il est bon de ne pas présupposer 
son existence, et de résoudre le problème de manière que l'analyse seule 
fournisse, en même tenfips, et la preuve de cette existence et les valeurs 
des coordonnées du point cherché, pour cela, j'introduis, dans les 
équations de Tart. ^56, la condition que la position du point, qui à 
x^y tt z pqur. toordoaaées, est indépendante de a^ ^ et y ^•. d'après 
cette condition^ j.e dois égaler,. séparément, à zéro, dans chacune de 
ces équations , les sommes des termes multipKés par des fonctions de 
çe^ angles* j^ déduis^ e^. conséquence j des deux premières les équation^ 
de comJitiqn,^ . . > 

-cis.y- 'Cùs^y ?'{]Py) _' , COT^: . oôs> y . 2'.(P.r) -^ j 

dcmtMéé^»àngfcs d^ If et y ^élîkwnent dVu)f mêmes ; et j'obfciete les va* 
leurs, dégagées de ces angles, jk= y/p\ ^ ^— Z(P) ^ ^ ^ 



me 



équation fournirait Ta memç valeur de x quij substituée dans la 2""« , 

';1 ■ r? .. y :•, j '-'.;.. . • .... / * ... •..■.. 

donne z=i' y . p/ * ^^^si voila Ja ptjeiive de l'existence et la position 

d'un point dont Tim^mobiFité , dans le syst^e, reste assujettie aux seules 
conditions du parallélisme des forces et de l'invariabilité de S (Fx) ^ 
S {Pj)j S (Pz)/ -S^(/^)^- eé |>otnt esèla cxintoune intersection de 
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toutes les lignes suivant lesquelles la résultante peut être dirigée/ lorsque 
}es composantes et leurs points d'application ne changent pstSi 

^59. Le système de potms matérieïs auquel les forces sont àppliquéeè^ 
peut, cepetidanti preftdreiiuinnéme, différentes posirion^d^tm Tespace; 
mais si ks même» points/ sont constant ih^t ^ sôllidtés piàr lesf mêmes' 
forces^ (la condition du parallélisme subsistant toujours) \q centre des 
Jbrces parallèles j conservera sa position dans le système auquel oï» 
peut supposer que le* axes des coordotïn^ isont liés, Cc^ axés né dèrahr;* 
dans les questions dont je m'occupe ici, se rapporter à' aucun poîÀt'pris' 
hors du système. . . ; i 

a6o. Une conséquence évidente de ce qui précède est que, dàris lliy*- 
pothèse de l'immobilité absolue du centre des fdtc^s pàiràUèlès ^^t dé* 
l'invariabilité des intensités des forces appliquées aux différents points' 
du système, l'équilibre autour du point fixe sera miaintenu, qi/elque' 
soient la direction^ générale qu*(m donne aujc fortes, et ïa position que 
prend le système autour de ce point, qui sera, dans tous Wscâ» rënconti-é^ 
par la ligne de direction de la résultante. 

Quelques notions sur ïi fîgntc et la 'grandeur de ra ti»rr6 , iui- la pj^danieùr et icr' 
variatibas , pour servir de préparation à la tIiéori€ des tttttres de gravité, 

%6\. On a vu y art. 16 et suivants, comment la mesure d'aune force 
quelconque se ramenait & I» pondération y' c^e^iA^èlire à l'évaluation 
du rapport qui existe entre cette force et \^ pression qu'un corps pesant 
est capable d'<?xercer. La pesanteur est artirf le terme de comparaison 
de toutes les autres forces ; les élevés. savent que cette puissance de la 
nature, qui ftnd continuellement à ramener, vers la surface de la terre , 
les corps élèves au-dessus de cette surface , est fa même puissance en 
vertu de laquelle les corps célestes agissent les uns sur les autres, actions 
et réactions rt^ciproques , qur ont généralement lieu entre deux ou plu- 
sieurs corps situés âi-bitrairennent dans l^espâce. 

Je parlerai, dans la seconde partie du cours, des lois auxquelles l'ac- 
tion delà pesanteur est soumise, des pTiénomènes de mouvement qui 
en résultent, et je me bornerai y dans ce moment, à rapporter quelques 
résultats d'observations et de calcul nécessaires pour l'intelligence et 
l'applicatioade la théorie des centres de gravités- - • • » »• 
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s62.'La direction de la pesanteur à un point donné de la âurface der 
la terre» o^ on peut supposer qu'il existe une nappe d'eau stagnante, oif 
une mety est toujours perpendiculaire au plan tangent à cette nappe 
d'eau, mené par le point donné; ce plan est celui de r/roma/z> laligne 
de direction de la pesanteur est la ç^riicale, le tout rapporté au mèmr, 
point ; et la surface des eaut de la mer est celle d'un sphéroïde ellip- 
tique de révolution , engendré par le mouvement d'un demi-méridien 
autei^r du petit axe de ce méridien qui passe par les pôles^ le grand axe 
étant le diamètre de l'équa^eur. 

:a63. Voici des formules qui donnent, avec toute l'exactitude néces-^ 
saire , les' rapports entre le» valeurs angulaires et les longueurs métriques 
des plus courtes distances , mesurées sur la surface du sphéroïde ter- 
restre, /entre deux points de cette surface, lorsque les distances n'exce-- 
dentrp^ 20O00O mètres. 

Si on fait passer un plan par une verticale ayant son pied à la surface- 
de la mer^ et qu'on prenne, sur la section de cîette surface par le plan, 
un arc dont la valeur angulaire soit d'un grade (7^ du quart de cercle) 
divisé en deux parties égales par le point de rencontre de la verticale 
et de la surface de la mer, la longueur de cet arc en mètres, sera 

{A) . . . iooooo™«*'«» + ji — 2C08. 2^ + (i + c. fi^) ca ;^ {i6o"^«^*^ 

^ étant la latitude du milieu de l'arc et ^ le complément de l'angle 
formé par le plan coupant et par le méridien, et on aura, pour calcu- 
ler la longueur du rayon de cet arc, Texpresarion 

(B) . . . . a \i — — [s. co^. 2^ — (i +cqs. :a^) cos. a ^] \ (*) 

n étant le rayon de Téquat eu r dont le logarithme vulgaire =6, 8o453o5o& 
et a Yexcentriciiéj ou le rapport entre l'excès du demi grand axe sur le 
demi petit axe du méridien elliptique, et le demi grand axe, rapport 
qui est celui de 1 : 884. 

264. Lorsque lé plan coupant, qui renferme une normale à la surface, 
du sphéroïde terrestre, se confoocl avec le. plan du méridien, les nor- 
males â la section sont, eh ménxe temps, normales Ji la surface du sphé- 

(*) Les formules {A) et [B) sont tirées d'un méoioirc sur quelques problèmes* 
d« trigonométrie sphéroïdique , que j'ai publié danp le volume de la connaiz-^ 
soTice des temps de 1808. ». 
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toïde^ ce qui n*a pas lieu pour les sections obliques; maïs les normale» 
de ces dernières sections qui ne sont qu'à un demi -grade, ou un grade 
de distance angulaire de la normale à la surface, par laquelle passe le 
plan coupant > peuvent être , elles mêmes, regardées, sans erreurs sensi- 
bles , comme des normales à la surface ; on voit donc que deux points 
dont la plus courte distance, mesurée sur le sphéroïde terrestre, ne ré- 
pond qu'à une valeur angulaire d'un grade, soijt éloignés, l'un de l'autre 
de looooo metresy plus ou moins une petite quantité, qui dépend de 
la latitude et de Tangle que fait cçttç plus courte distance avec le méri- 
dien passant par son point milreu ; il suit de là que les directions de la 
pesanteur, dans un espace de 100 ou ^o mètres d'étendue, approchent 
tellement du parallélisme, que dans les cas d'applications, ordinaires, 
de la statique, on n'a aucun besoin d^avoir égard à leurs inclinaisons 
mutuelles. Les plus grand corps dont il soit indispensable, dans la pra- 
tique des constructions, de connoitre très-exactement le cenire de gra- 
cité 9 sont les vaisseaux; or un vaisseau, de 1 18 canons, n'a que 63 mètres 
de longueur totale ; l'angle formé par la verticale du point milieu de cet le 
longueur, et par chacune des verticales extrêmes, est^à très -peu -près, 
de os^*^,ooo3, environ i'' d'ancienne mesure angiilaire, et le produit 
d'une force, par le cosinus d'un pareil angle, donne une composante 
qui ne diffère de la force décomposée que de 0,00000000001 de cette 
force; ce serait environundéci-grammesur 10 millions de kilogrammes 
qui se réduit à un demi-déci- gramme pour le poid d^un vaisseau de 118 
canons , qui est d'environ cinq millions de kilogrammes , lorsque son 
armement et son chargement sont complets. 

2.65. On peut ainsi considérer les forces dues à la pesanteur imprimée 
aux points matériels d'un corps grave, comme des forces parallèles ; il 
reste à parler des intensités de ces forces, dans les corps ûu molécules 
de corps de masses ou de densités diverses, et dans les différents lieux. 

On a reconnu, relativement aux masses et aux densités, que, géné- 
ralement , les forces dues à la pesanteur étaient proportionnelles aux 
masses des corps qu'elles animaient, d'où il suit que, dans les corps 
homogènes , elles sont , sous un volume constant , proportionnelles aux 
densités. 

On sait , de plus , que si la terre était homogène , sphérique , sans 
mouvement de rotation diurne, ^t que les parties dé sa masse ne fussent 
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soumises qu'à leurs actions réciproques , la pesanteur serait Constante 
à tous les points d'une enveloppe sphérique, concentrique à la surface 
de la terre, et ne varierait que dans le sens vertical. L'observatîoii et le 
calcul ont prouvé, que les phénomènes n'étaient pas conformes au prie-^ 
mier de ces deux résultats et que la pesanteur variait, non-seutenfienf d'un 
point à l'autre d'une verticale , mais encore d'un point à l'autre d'un 
même méridien; les formules suivantes comprennent les deux variations ,^ 
et donnent l'intensité de la pesanteur h. un point quelconque de l'espace , 
pris à une distance au-dessus du niveau de la mer, qui peut aller jusqu'à 
8 ouio mille mètres. 

Je prends l'intensité de la pesanteur, sous l'équateur, pour unité ou 
terme de comparaison , je désigne par (p la latitude du lieu ou le corps^ 
pesant se trouve placé, par z son élévation au-dessus du niveau de la 
mer, et par r le rayon moyen de la terre ; ce rayon dont la topgueùr 
est de 6366 198 (log.=6,8o388oi2) est le rayon de courbure du mé- 
ridien, à la latitude moyenne, ou à 5o grades de l'équateur et du pôle; le 
grade décrit de ce rayon a , de longueur, 1 00000 njètres ou la 100* 
partie d'un quart du méridien , ainsi la circonférence décrite de ce 
rayon est égale à la longueur d'un méridien. 

Ces valeurs posées, le rapport entre la pesanteur, à un point de l'es- 
pace qui n^est pas à plus de loooo mètres au-dessus du niveau de la mer 
et la pesanteur, au niveau de la mer, sous l'équateur, se calcule par la 
formule 

(i ^ ) (' + 0,005567 sin.* (py 

2,66. On a sin.^ <p =7 (i — cos. a ^) valeur qui,, substituée dans là pré- 
cédente, la change en 

(l — ) (1,002779 — 0,002779 COS. 2(p) 

lé pesanteur, sous Téquateur, étant toujours prise pour unité. 

267. En prenant , pour unité , la pesanteur sous le parallèle moyen , 
celui dont? la Ibtitude est d'un demi angle droit, ou de 5o grades, la for- 
mule devient 

2 " 

(i* ^ ) (i — ^o,oo277.i cos. 2(p) 
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a68. On voit, par les formules précédentes, qui seront utiles dans la 
suite du cours, et sur lesquelles j'entrerai dans quelques détails lorsque 
j'aurai à en fairedes applications, que la pesanteur augmente de l'équa- 
teur au pôle et que ses accroissements sont proportionnels aux quarrés 
des sinus de latitude; sa valeur sous l'équateur étant loooo 

. 1 à la latitude moyenne 1002Ô 

ses valeurs sont < 

I et au pôle . . • ico56 

a'nsî le même corps pesant qui, sous l'équateur, ferait équilibre à une 
force indépendante de la pesanteur , qui mettrait, par exemple, un res- 
sort dans un certain état de compression, transporté k la latitude moyenne, 
et au pôle, deviendrait capable de contre-balanccr cette force augmen- 
tée, respectivement, de un et de deux 36o" de sa valeur primitive. 

D'une autre part si on veut avoir la diminution de pesanteur depuis 
le niveau delà mer jusqu'à une hauteur égale à celle du chimborazo, et 
qui est de 6644 mètres, d'après les mesures de M^. de Humbold , on 

trouve en calculant te terme que la diminution cherchée est de 

r 

o,0Q2 ou un 5oo«, 

u,6ç. Ces résultats d'observation et de calcul prouvent que, si on veut 
considérer l'unité de poids, dont j'ai parlé art. 18, comme le terme gé- 
néral de comparaison des forces de toute espèce, on doit, à la rigueur, 
la rapporter » constamment , à une certaine latitude et à une certaine 
hauteur au-dessus du niveau de la mer; mais cette rigueur n'est pas 
nécessaire» dans les applications usuelles, vu la petitesse des anomalies 
qui résultent des variations de la pesanteur; elle est même inutile lof-s- 
que les poids ne sont employt*s qu'à comparer des masses, car, par 
exemple, une masse de platine, d'un kilogramme ^ étalonnée à Paris, 
fera équilibre, dans touç les lieux , à la même masse de mercure ,^ à la 
même masse de cuivre etc. les changements d'intensité de la pesanteur 
afTectant également ces différents corps , lorsqu'on les transporte tous 
ensemble d'un lieu dans l'autre. 

270. Nous pouvons donc, dans les opérations qui reviennent le plus 
fréquemment , en considérant les forces dues à la pesanteur comme 
parallèles sur un espace très -petit par rapport à la grandeur de la terre, 
négliger leurs variations en latitude et en hauteur^ j'ajouterai que les 
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circonstances, ou on est obligé, dans les calcules géodésiques, d*aifoîr 
égard à la figure elliptique de la terre, sont rares, et que, le plus 
souvent, on peut faire ces calculs, en regardant la terre comme une 
sphère de 6866198 mètres de rayon. 

Malgré ces simplifications , j.'ai cru devoir présenter aux élèves des 
données exactes sur la figure de la terre et les variations de la pesan- 
teur; il est toujours important d'avoir, sur des objets de cette nature, 
des notions plus complettes que celles dont on aurait, strictement, 
besoin pour les applications usuelles, et si la pratique peut, dans queU 
que3 occasions, supprimer une partie des éléments de la théorie, il n'en 
faut pas moins savoir pourquoi ces suppressions sont permises, et être 
en état d'assigner les limites des erreurs qu'elles font commettre. 

Péfinition du centre de grauité d'un corps, du centre de masse ou d'inertie , du 
centre àe figure^ Formules générales pour la détermination de ces centres. 

ayi. Un corps soumis à l'action de la pesanteur, et qui n'est sollicité 
par aucune autre force, se trouve dans l'état des systèmes dont il a été 
parlé art. a53 et suivants, en observant que, dans le cas dont il s'agit 
ici , le nombre des points matériels , sur lesquels les forces parallèles 
agissent, est infini, et que de plus, ces points forment une ou plusieurs 
masses continues. 

Le centre des Jorces parallèles prend , lorsque ces forces sont <:elles 
de la pesanteur, le nom de centre de gravité) les mêmes formules 
servent à la détermination de l'un et l'autre centre; mais le système pe- 
sant étant, ou un corps continu ^ ou un assemblage de corps continus ^ 
le signe JS indique , dans ce cas , ou une intégrale définie , prise dans 
l'étendue d'un corps , ou la somme de plusieurs intégrales définies, 
prises dans les étendues respectives de plusieurs corps formant le sys- 
tème dont on veut avoir le centre de gravité; chaque élément de masse, 
quand on calcule pour trois dimensions, répond à quatre quantités 
élémentaires ou différentielles , qui représentent les quantités P^ Px ^ 
Vj y Pz des formules de l'art.aSS. 

^72. D'après l'identité du centre des forces parallèles et du centre de 
gravité, si on rend fixé le centre de gravité d'un corps, ou système de corp», 
(de forme invariable , les actions de la pesanteur seront art. 5.60 cons- 
tamment 
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Umment en équilibre, autour du centre fixe, quelque position qu'on 
donne d'ailleurs ^ au corps ou au système de corps. Cette propriété a été 
souvent employée pour définir le centre de gravité. 

273. Les coordonnées x^ y^ z qui art. â68 donnent la position du 
centre des forces parallèles, et que je désignerai , respectivement, par 
a^ bj c y deviendront, diaprés les art. précédents, les coordonnées du 
centre de gravité, si, en adoptant, d'ailleurs, la notation de l'art, cilé, 
on désigne par F' y P" etc. les forces dont les molécules du corps sont 
animées en vertu de la pesanteur ; mais ces forces , art. ii65, sont pro - 
portionnelles aux masses des molécules , on peut donc, dans les valeurs 
de ajby Cy substituer les masses aux forces ; désignant par ni la masse 
d'une des molécules, et par Af^ la somme de toutes les masses du corps, 

ou du système de corps, les formules de l'art. ^58 deviennent 

• 

Z(mx) , 2 (mr) 2 (mz) 

az=, ^ ; ^=— — ^ — ti^-^ : c = ^ — . 

M -" M ^ M 

274. Les forces qui sollicitent le système n'entrent plus dans ces équa- 
tions ; la position du point , qui di Uy b et c pour coordonnées , devient 
entièrement indépendante de toute force qu'on pourrait supposer ap- 
pliquée au système, et se détermine uniquement, par les rapports de 
positions et de masses entre les molécules qui le composent ; ce point 
est donc alors, plutôt un centre de masses qu'un centre de/brcesj 
aussi Euler, en traitant des phénomènes du mouvement, dans l'analyse 
desquels il faut continuellement faire entrer les masses en considération, 
l'a-t-il appelé centre ^inertie y parceque \ inertie des corps est propor- 
tionnelle à leur masse. Les motifs de ces dénominations seront mieux 
sentis par les élèves, quand ils auront suivi la seconde partie du cours. 

275. Les forces dues à la pesanteur , qui sont proportionnelles aux 
niasses des molécules , dans les corps hétérogènes, deviennent propor- 
tionnelles à leurs volumes dans les corps homogènes. On peut donc, quand 
il s'agit de ces derniers corps , substituer, dans les équations des art. aSS 
et 273, les volumes, soit aux forces, soit aux masses; désignant par g^ 
un des solides ou volumes élémentaires de l'espace total qu'occupe un 
corps homogène, et par SI cet espace total, les formules des art* cités 
deviennent 

" — J2~~''^ — :ô~"^ *"- J3 

I î5 
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276. Le point dont les coordonnées se calculent par ces dernières équa- 
tions, a le nom particulier de centre défigure } c'est un point pure- 
ment géométrique ^ sa position , entièrement indépendante de toute con- 
sidération de forces et de masses^ se déterminant uniquement par la fi- 
gure et rétendue du corps. 

Propositions générales , sur les centres de gravité , déduites de la théorie 

précédente. 

277. La position du centre de gravité et celles des molécules d'un 
corps ou d'un système de corps , sont rapportées aux trois axes des x , 

jr et z } les lettres a y by c désignent les coordonnées de ce centre, res- 
pectivement parallèles aux Xyyy zj m représente un élément de masse, 
M la masse totale du système, et on a, art. 278, les équations 

2 (m.r) , S(nry) S (mz) 

M ^ M ^ M 

dans lesquelles les lettres fn y x yjçtz , sous le signe 21 y désignent les 
molécules mfy m" tXc, en nombre fini ou infini, et leurs coordonnées res-» 
pectives x' y x" y ^ic.j'yy y etc. z' yz" etc. Plaçons l'origine des Xjj 
et Zy au centre de gravité, nous aurons a =0^ hz=zOy c=.Qy d'oii 

JS(/wa?)ss;o } 21{m.j)7fzo j S(mz)=o j 

%jS, Ces équations ayant lieu par rap|X)rt à trois plans coordonnés , 
qui ont une intersection commune au centre de gravité, une équatior» 
de même forme k lieu par rapport à un plan, de position quelconque, 
qui passerait par le mènoe centre. Pour Ve démontrer, par des considé- 
rations purement géométriques, je désigne par f la longueur de la per- 
pendiculaire abbaissée de la molécule m sur ce dernier plan, et j*ai, par 
les tkéoi^èmes connus de la géométrie analytique, 

J^^Ax+By^Cz 

^ y B çt C étant des quantités constantes dans l'étendue du corps ou du 
système de corps ; donc 

S(m!ç)=:^J^{mx)^BS(mj) + CS(mz) 

et comm;e 00 a^ par hypothèse, £(mx)mOf£{my)=o,S(mz)zsOy 
on a aussi, par conséquent , £(m^)=o. C.Q.F.D. 

279. L'inverae <lu théorème précédent est vraie ; ^ on a par rapport 
nu plan xjTy qui représente un plan quelconque» S(mz)z=:Of ce plan 
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contiendra nécessairement le centre de gravité. En effet, pour calculer 
la distance de ce centre à (in plan parallèle au plan xj^ et placé à une 
distance k de ce plan , on auk-ait , en désignant la distance cherchée par c ^ 
_ 2; } m(g+^) \ _ 2(ms ) + kM _j^ £{mz) 
^^^ là ~ M ~^^ M 

d'où on tire c=k^ puisque 2^(/w5)=o, par l'état de la question. , 

a8o. Les équations aMts=^S{mx) ^ bM^szS^mj)^ cM=:iI!{mz)^ 
qui ont lieu pour des coordonnées rectangulaires, auraient également 
lieu si les a;ies de ces coordonnées faisaient entr'eux des angles quel-, 
conques, car si on mène, du centre de gravité, et de chaque molécule 
mj des lignes parallèles qui ^e terminent au planez ^ par exemple, ces» 
lignes auront entr'elles les mêmes rapports que les lignes a^ sf ^ a:"^ etc; 
on pourra donc substituer, les premières aux deniièrep, dans l'équation 
aM:=z2 (^mx)j ou rendre a y et les x , parallèles à un axe qui ne serai f 
pas perpendiculaire au pian jr zj lé même raisonnement s'applique aux 
équations iM=zZ(mjr)/cM:s:zZ (mz) i et comme cette propriété est 
indépendante de toutes valeurs absolues de a^ b ^ c ^ elle a lieu pour les 
équations -r(/«.r)=o,i£(Myr)2=a, i;(iyf«)3aOi 

^i. Lorsqu'un plan partage un corps, ou un systr«ie de corps, e» 
deux parties dont les masses sont égales, et q^a^ cliaque élément de masse 
de l'une des parties, a, dans l'autre, tin élément de masie qui lui est égal 
et qui est placé de manière que le plan coupant passe par le milieu de 
la ligne qui joint les deux éléments, ce même plan renferme le centre 
de gravité du corps mi ido système de corps. .. • 

Les deux parties du corps ou du système de corps, séparées^ par le 
plan , peuvent , considéréips quant à la figure et a l'étendue , n'être ni 
égales ni semblables. • 

Ce théorème est une conséquence évidente de cefui de l'art. 1^79. 

282. Sir existe dans un système de corps hômogttres, c'êst-â-d ire dont 
routes les nioléculêà'i^diênt de-rrrètric densrté, iln^point, ou uti axe, tels 
que tout plan , paissïBfnf par ce point , ou pai* cet' axe , partage le sys- 
tème en deu)r parties égafes y semblables et placées symétriquement par 
rapport au plan coupant, le centre de gravité du système sera, ou au point? 
«niquey ou sur Taxe^ commun, â (ous les plans coupants, puisque , d'après 
t'articfe précédent , chacun de ces plans renferme lé centre de gravité.* 

283. Lorsq^u'on. connàit les positions particulières des centres de gra- 
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vite de (lifTérents corps, quif composent un système y on peut, dans la* 
détermination du centre de gravité du système, considérer chacun de 
ces corps comme un point matériel occupant la place du centre de gravité 
de ce même corps, et ayant une masse égale à la sienne, ce qui a lieu , 
encore, pour un système de corps ou de points matériels, séparés les ui» 
des autres. 

En effet, M'^ M!^ ^ etc. étant les corps, ou systèmes de points matériels, 
et (i l'élément de l'un d'eux, de M! ^ par exemple, dont^, yi et ^T sont les^ 
coordonnes parallèles aux x,jr^ ^'; ce système fournira au numérateur 
de la valeur de ^ , art. ^78 et ^77, le terme 2!(fàÇ), et au dénominateur 
de la même valeur, le terme ilf^; mais a^ étant la distance du centre de 
gravité de M' au plan j^ 2,on a a^ ilf'=2^ (^^) J ^^^^ 1^ valeur de a sera 

= — -^ — -— = la distance , au pian r 5 . d un système de 

points matériels dont les masses seraient M'^ ilf'^ etc., et dont les dis* 
tances respectives , à ce plan j^ 5^ seraient a'j al' etc. 

^84. Il suit, de là, que si les différents corps d'un système, ou les élé* 
ments d'un corps ont leurs centres de gravité particuliers sur une ligne 
droite , ou sur un plan , le centre de gravité du système ou du corps 
sera sur cette ligne ou sur ce plan. 

285. E étant la distance entre les centres de gravité de deux corps- 
M' et M" et a> la distance du centre de gravité de M! au centre de gra- 
vité commun des deux corps, qui, d'après ce qui vient d'être dit, doit' 
se trouver sur la droite joignant les deux centres particuliers \ qvl a^ 
art. ^77 et a83 

d ou ar = 

chacune des masses M et M" est proportionnelle à la distance du centre* 
commun de gravité à l'autre masse; c'est ce que donne immédiatement 
le théorème fondamental de la composition des forces parallèles* 

286. La position du centre de gravité d'un système de corps, dont la 
masse totale =,M ^ étant donnée, si on retranche de ce système une 
masse M' ^ et qu'on lui ajoute une masse M" ^ les positions des centres 
de gravité particuliers de ces deux masses étant aussi connues, la distance* 
au planj'i du centre de gravité du système,. ainsi changé, sera art. ^77- 
et :i83. 
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a' et a" sont les distance» respectives des centres de gravité de M et M!^ 
au plan xy. Les valeurs de b et de c sont de même forme que celle de a. 
' Lorsque M' z=kM! ^ la distance primitive, ou la valeur qu'avait Tab- 
cisse a'y avant que le corps M eût éprouvé aucun changement , subit, 

. . a" M"— a' M 
par ce changement, une variations jr= • 

J'aarai occasion d'employer ce théorème quand je parlerai de réqur- 
libre des corps flottants. 

^287. Les équations d'équilibre des force» concourantes en un seul 
point, données art. 7a et 77, peuvent être mises sous la forme suivante 

en prenant le pomt commun sur lequel toutes les forces sont dirigées 
pour l'origine des Xy y , Zy substituant, à chaque force, une ligne, 
proportionnelle â cette force, prise sur sa direction, et considérant cette 
ligne comme le rayon vecteur du centre de gravité d'une masse fi , qui 
est la même pour touts les rayons vecteurs, ou à toutes les extrémités' 
des lignes représentant les forces et prises sur leurs directions. En eflety 
Pcos. a, Pcos. ^i Pco». yi qui sont les projections orthogonales de la 
Ugne représentant une des forces V ^ deviennent les coordonnées x ^y 
et z de l'extrémité de cette ligne ou du centre de gravité de la masse ^;; 
on a donc, par les équations d'équilibre , 

Hi^X^^Oj Z{y) = o} t{z):=±0 

et multipliant totis les termes, qui entrent dans ces sommes, par la masse 
constante ^^ on retrouve les trois équations posées ci-dessus, desquelles 
résultent ce théorème curieux , dû à Leibnitz: «si plusieurs forces, con- 
« courantes en un point, et en équilibre, sont représentées par des 
« lignes prises sûr leurs directions, et,, qu'aux extrémités de ces. lignes, 
« soient placés les centres de gravités de masses égales enlr'elles, le point 
<» de concours des forces en équilibre sera le centre de gravité commun 
« du système de ces masses. »> 

Ce cas d'équilibre offre encore une autre propriété ; la somme des 
carrés des distances du point de concours des forces en équilibre, aux 
extrémités des lignes qui représentent ces forces ( égale à la somme des 
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carrés de ces lignes elles mêmes) est un minimum. Cette propriété va 
être démontrée dans l'article suivant. 

2J88, Les positions des molécules d'un corps homogène M étant rap- 
portées à des coordonnées (Xi y y ^ z dont Torigine est à un point quel- 
conque de l'espace , cherchonsla position particulière d'un point tel que 
la somme des carrés de ses distances à toutes les molécules soit un 
minimum. 

a j b y et c étant les coordonnées du point cherché, respectivement 
parallèles aux cc^y^l Zj la somme des carrés des rayons vecteurs sera 
2! \ (07 — /z)*4-(jy — Zr)a + (5_c^2 ^zzzminimum 

difTérentiant, sous le signe, égalant séparément k zéro les différentielles 
des variables indépendantes, et multipliant chacun des termes des som^ 
mes nulles, par la différentielle de masse iTi^ supposée constante dan& 
l'étendue entière du corps» on parvient aux équations 

Z {mœy ^ S (mj) S (mz) 

M ^ M ^ M 

le point cherché est le centre de gravité de la masse M j et, d'après 
l'article précédent , si on applique , à tous les points qu'occupent le^ 
molécules m^ des forces, dirigées sur le centre de gravité, (c'est-à-dire 
qui tendent à pousser leurs points d'applications vers ce centre) et qui 
soient proportionnelles aux distances entre ces points et ce même centre, 
ces forces seront en équilibre. 

^89. La méthode qu'on employé le plus fréquemment, pour avoir une- 
valeur moyenne entre plusieurs valeurs différentes enlr'elles et qui 
pèchent, les unes par excès et les autres par défaut, consiste à chercher 
le quotient de la somme des quantités anomales divisée par le nombre dq 
ces quantités. Cette opération se réduit, au fond,^ déterminer la distance 
d'un centre de gravité; soient z' ^ z" y z^^y les /inombres entre lesquels^ 

, , ^ ^ z'-^z"^ +^0") 

on cherche un nombre moyen; ce nombre = — ; 

considérons les z comme les distances,. au plan xy y des centres de gra- 
vités de n masses égales chacune à fi y\e nombre cherché aura encore^ 

pour valeur , — = — — ^ y expression qui donne la dis-^ 

4wcej^ fiu plan xy y du centre de gravité du système des masses ft. y\t% 
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coordonnées des centres de gravités de ces masses , parallèles au plan 
xj, demeurant arbitraires. 

290. Les équations tfitf=:^ (^a:)^ ^if=^ (mj^)^ c3f=-^ (/ws) 
donnent 

c'est le carré de la distance du centre de gravité à l'origine des coor- 
données. J'observe maintenant qu'on a 

l'expression ^ {^mm' xx') désignant la somme des produits de toutes 
les combinaisons , deux-à-deux ^ des facteurs m'x' , mf'x", etc. , dans 
lesquelles ces facteurs ne sont pas de même accent. 
On a, de plus, 

2 S (mm' xx^)=z Z (mm^x^) — Z[mm' {x^^x'y^ . . . (3) 

l'expression 2 {mm' x^) désignant la somme des produits donnés par 
les combinaisons faites, deux-à-deux, des facteurs m' ^ m" , etc. avec les 
facteurs m' x'^ ^ m!' x"^ , etc. en excluant les couples de facteurs de 
mêmes accents; et l'expression Z\^m,m! (j?— .t')^ ] désignant la somme 
des produits qu'on obtient, en prenant, d'une part, tous les produits 
deux-à-deux dès molécules tn^ les carrés m^ exceptés, d'une autre part, 
toutes les secondes puissances des différences x — x! ^ et multipliant 
chaque produit mm' par le cairé (x— a?')^ de la diff*érence qui a îes 
mêmes accents. 

enfin . . . . Z {m*x*)=S (mx^) Z (m) —2(mm' x^) .... (4) 
introduisant ces valeurs dans l'équation (2) , on a, 

[2(mx)]^=Z{mx^) S{m)^S{mm' [x-x'y] ..... (5) 
et on trouverait pareillement 

au moyen de quoi Iç carré )a*+6* -f«* de I9 distance du centre de 
gravité du système à l'origine des coordonnées se calcule par l'iéquation 

on a ainsi le carré de la dist^ince du centre de gravité» à un point dç 
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l'espace , en fonction des carrés des distances de chaque molécule aa* 
même point, et des carrés des distances des molécules entr'elles ; et 
trois équations pareilles, rapportées à trois points de l'espace qui ne sont 
pas en ligne droite , donnent la position absolue du centre de gravité 
d'un corps homogène de forme donnée , sans qu'on soit obligé de rap- 
porter les positions de ses molécules k des plans coordonnés. (*) 

Formules pour la détei'niiiiation des centres de gravité des lignes^ des surfaces 

et des solides. 

i 

291. Si on considère chacun des éléments ds d'un arc de courbe à 
double courbure, d'une longueur déterminée, comme ligne matérielle, 
infiniment petite, et qu'on suppose |a masse de cet élément proportion* 
nelle à sa longueur, on aura les formules, pour la détermination du 
centre de gravité, ou de figure , de cet arc de courbe en substituant. 



' T ". ^ 



• • 



(*) Voici quelques développements sur l'analyse <jui donne l'équation (5) ou 
^ la valeur ultérieure de [^(wo?)]*. 
On a d'abord 

j;(mx*)2;(m) = (mV+m'V* + ctc.)(m'+m'^+etc.)= 

mf^a/*+m^'^a/'^ 4, etc. +nifm"x"^ +mWa/''* +ctc- 

+ m" m' a/ • + m" m' "a/" > + etc. 
etc. 
fiînsi X (mx^) Z (mj = Z (m^x^J + 2 Çmwfx^) ; €'e^t l'équation (4), 
Ou a ensuite ^ 

+ etc. 
+ etc. 

' ' ^ — a (m'm"x'a/' + m'm"'a/x'" + ^^c.J 

WVa/^' + etc.J 



+ m"m'x"^ + m"m"'x"* 
;^;t_a:j-j^ etc. 



1 — a (m'n 



DU, ^[mm'(x'^a/)»]=^(iiim'a:*) — a^(mw'a?a/) j c'est l'équation (3), 
infin 

SmV fmV+m'^a/' + etc J — m'*a/» 
+ mf'x" (m'a/ ^mf'x" r\.excj — m'f^x''^ 
+ m"'a/f^ (m'x' + m" a/' + etc.J ^mf"^a/''* 
etc. etc. 

oyxiJ^Cmm'xa/ )=[:SCmx)y'^i:Cm^x^) ; ç^'eti l'équation (a). L'équation (5) 

l-ésulte de la tombinaison des équations (2], (3) et (4). 
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dkns les équations de l'art. ayS , ds ou j/^dx^+dp^ÇdP , à m, et s 
o\xfV dx^ + rfy* + rf-5* , à Jf^' on employera, au lieu du signe ^^le signe 
y* qui indiquera unç intégrale défînie; ces équations deviendront, alors, 
a, b et ç étante comme à Tart. cité, les coordonnées du centre de gravité 
cherché; respectivement parallèles aux x ^y tx. z 

s 



j^_ fj\/'dx^j^dj^J^dz^ 

■ -^ • • ^ 

' fzl/^dx^ + dj^^dz^ 

s 

la détermination du centre de gravité de Parc de courbe à double cour- 
hure exige,, ainsi, le calcul de quatre intégrales définies, dont les limites 
correspondent aux points extrêmes de cet arc. Ces intégrales peuvent 
toujours, être ramenées aux quadratures j puisque les deux équations 
de la courbe, donnent ^^ djj z j dz en fonctions de x et dxj au 
moyen de quoi les numérateurs des valeurs de ^5^ ^ et c^ et le déno- 
minateur commun Sj ou /'i/'dx* +dy^ +djs* j sont réduits à ne ren- 
fermer que Xj dx et des constantes. Ces quatre intégrales étant d'abord 
trouvées ,, sous une forme indéfinie , on y donnera , successivement, à x 
]^s valeurs correspondantes aux extrémités de Tare, et les diflTérepces 
entre les résultats des substitutions de ces valeurs limites^ donneront les 
intégrales définies cherchées. 

292. Les formules pour trouver le centre de gravité d'un arc de courbe 
plane dont les coordonnées sont xetjr^ se déduisent des précédentes 
en supprimant la différentielle dz dans les deux premières, observant 
que s z^Jy^dx* + rfy * et ne tenant aucun compte de la troisième équa- 
tion. Ce centre de gravité doit, d'après l'art. 284, se trouver dans le plaii 
sur lequel la courbe est tracée. 

Qn SLf ainsi j pour les coqrbes planes j 

• ' ■ • ■• ' ■ -1 

_ /x y^dx^ -^ dj-^ 

I O- , I • ; . ! 



3 _jyif_dç^±d^' 

s 
k déterminatioa du centre de gravité exi^e le «aïeul djS trois intégrales 
j 16 
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dénies , qui ne donnent pas lieu k d'autres obsenations que celles cousn 
gnées dans rarticle précédent. 

298. Il peut se faire que l'un des axes , celui des Xj par exemple , divise 
la courbe en deux parties égales et semblables , dans ce cas le centre de 
gravité commun de deux éléments de courbe correspondants aune même 
abcisse x^ sera sur l'axe des a?^ et art. 28:2, le centre de gravité de l'arc 
entier s'y trouvera aussi. On aura donc ^^^o et la distance a sera la 
seule à calculer. 

294. Pour trouver le centre de gravité d'iin système de lignes droites 
et de lignes courbes » ces dernières étant assujetties à différentes lois , 
il faut, d'abord , avoir les centres de gravité particuliers de chacune de 
ces lignes, et on en déduit ensuite le centre de gravité commun, d'après 
ce qui est dit art. ^83. 

apS. Une surface courbe étatit considérée comme une enveloppe maté* 

rîelle, homogène, et uniformément épaisse , on a le centre de gravité 

d'une ]>artie déterminée de cette surface, en substituant, dans les équa- 

tions de l'art. ^78, à Mj mx ^ mjy et mzj respectivement ,y*û; dx dy, 

cj X dx djr^ œy^ dx dy , œ z dx djyj et faisant , comme à l'article 98 , 

dz dy — 

o={i-+-(-^— )* + (-^)* }*. On sait que 07 ^.î? if;^ est l'élément diffe* 

rentio-différentiel delà surface courbe, et doit, par conséquent, repré- 
senter l'élément de masse m ) on aura, ainsi , pour calculer la positioQ 
flu Centre de gravité d'une surface quelconque 

fa X dx dy 
«;=:^^^ s^ 

fcodxdj 

» f(oydxdy 
J C9 ax dy 

fco z. dx dy 

*" J(ù dv dy 

les intégrales définies seront prfees dans l'^èndue entière de la portion 
de surface dont on veut avoir le centre de gravité ; ces intégrales sont 
de l'espèce de celles qu'on appelle doubles y et qu'on prend par rapport 
à deux variables, successivement considérées comme constantes. Cest 
par le moyen de l'équation de la surface qu'on ramené chaque fonc^ 
liôp k iiité^gnèr, à ne renferfner que ces deux varid^Jes et leurs diCR^ 
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rcntielles , et les limites des intégrales, sont , en général , exprimées par 
des fonctions de. ces méfies variables. 

2^6^ Qn voit que la détermination du centre de gravité d'une surfac^ 
courbe exige, le plus souvent, des calculs, sinon difficiles, du moins longs 
et pénibles; ces calculs se simplifîent beaucoup lorsqu'il sagit du centra 
de gravité d'une surface de révolution. Prenant l'axe de révolution pour 
axes des Xjet rapportant, les positions des différents points de la courbe 
génératrice aux coordonnées ce etjTj si on fait deux sections de la sur- 
face, par deux plans, perpendiculaires à l'axe des cPj dont Tun soit k 
la distance cû et Tautre à la distance œ + dx de l'origine, ces deux plans 
renfermeront, entr'eux, une zone circulaire de la surface courbe, engen- 
drée par le mouvement de l'élément ds delà courbe génératrice, pen- 
dant que l'arc s engendre la surface finie dont cette zone est la différen- 
tielle, sr étant la demi -circonférence qui a l'unité |K)ur rayon, la sgrface 
de la zone élémentaire = 2 ,;zy^j^' son centre de gravité est, art. 2S2, 
entre les plans coupants, sur l'axe des x^ ou de révolution , et art. 284, le 
centre de gravité de la surface est sur le même axe, d'aprts la supposi- 
tiont faite qu'elle a, pour limites, deux plans perpendiculaires aux x; on 
n'a donc, pour calculer la distance //, du centre de gravité cherché, à 
l'origine , qu'à substituer dans la première équation de l'artticle 278, 
2:ftj'dSf k m, et 2frxj ds\ à/w.r, ce qui donne 

fvjds 



a = 



fjrds 

et celte équation suffit, puisque le centre de gravité est sur l'axe des x ; 
on réduira, au moyen de l'équation de la courbe génératrice les expres- 
sions xy ds ^Xyds a la forme dx: ^{x) et dxj^(x). 

297. Une aire jAàne KLL'K'K est circonscrite par les portions LL^ 
et KX' des courbes FfFet V JV^ , et par les portions KL^ K'U des ^'8- " 
droites B L ci B' L' parallèles à l'axe ji V Aes j , ou perpendiculaires 
à l'axe AX des Xj et il s'agit de trouver la position du centre de gra- 
vité de cette aire. 

J'ai AP=x, et je fais PP'=dx, PM^y, Pm=f sVim^ de 
l'élément de surface MM' m' mxsz(^y:^y)dx j on peut le considérer 
comme un parallélogramme rectangle , el, art. 282, son centre de gra- 
vVité est au point milieu n de la parallèle // //^ aux y ^ qui divise la 
surface en deux parties égales. La distàpce ^n de ce centre de gravité 
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à l'axe des y est x+^^^j oux j et la distance ^n du même centre; 
à Taxe des a:^ est égale à KjT+J^)* ï' ^^^^ donc, pour déterminer le 
centre de gravité de LL' K'K^ en ayant égard & ce qui est dit art. 283, 
substituer , dans les deux premières équations de Part. ayS, 7(^4-^), ày\ 
\j-y)^^ à w^ a? {y^f)dxj à mx, et T(jK+y ) {j-^f) àx, à 
rny j^ ce qui donnera 

""•• f(y-f)dx 

les équations des courbes ^ /f^ et ^ /f^ serviront à ramener les ex-' 
pressions x{jy—y)dxj ^J^-^y^^dx ^ {y^y)^ ^^^ formet 
dx .<p{x) , dx . x(^) ^ dx .}P(x) ^ ^j X ^^ ^ ^^^^ ^^^ signes de 
fonctions; lorsque les intégrations seront effectuées, on fera successi- 
vement, dans chacune des fonctions intégrales, a? =^5 et xz=:ytB'j et 
retranchant les résultats de la première substitution des résultats respec- 
tifs de la seconde , on aura les intégrales définies prise» dans les limites 
assignées. 

Lorsque Taire, dont on cherche le centre de gravité, se termine aux 
deux droites BLj B' L' ^ et à Taxe des x ^ il suflit^ pour a^dàpter , k ce 
cas , les formules de Tarticle précédent, d'y faire j^'=0. 

298, Un solide homogène, est supposé terminé, par une surface courbe 
dont on a Téquation, par une enveloppe cylindrique, dont la génératrice 
est perpendiculaire au plan xjy et par le plan^ry. L'élément de ce solide 
est z dx dj j çt les distances respectives du centre de gravité de cet 
élément aux plans xjj xz etjz sont \Zjjctx.W faut donc, pour 
trouver le centre de gravité du solide , en ayant égard à ce qui est dit 
art. a83 , substituer, dans les équations de Tart. iayS, z dx dy k m^ 
et xz dx dy ^yz dx dy ^ \ z^ dx dj ^ respectivement à mXj my^ mzr 
on obtiendra, par ces substitutions, les valeurs 

J^x z dx dy 

fz dx dy 

^^ fj^dxdy 
fz dx dy 

^ ^fz^dxdj , 

fz dx djr^ 
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On réduira par le moyen de l'équation de la surface , les. fonctions à 
intégrer, k ne renfermer que deux des variables, x et j>^ par exemple, 
et leurs différentielles, et on prendra les intégrales doubUs ^ dans le^ 
limites données par les coûi^bes d'intersections du plan (ty :et des sur- 
faces cylindriques qui enveloppent le solide , limites exprimées par de$ 
fonctions d'à? et ày. 

299* Les calculs que ces intégrations exigent sont, en géiiérâl,att 
moins aussi laborieux que ceux dont )'ai parlé art. £96 ; ils deviendront 
plus simples si le solide ^ dont on cherche le centre de gravité, est symé- 
trique par rapport à un axe, c'est-à-dire si toutes ses sections planes, 
faites par cet axe, le partagent en deux parties égales et semblables ; 
le centre de gravité cherché sera art. ^28^ sur cet axe, que je prepds 
pour Taxe des 2?^ et si je fais , aux distances x et œ^^dx et Porigine*^ 
deux sections du solide perpendiculaires à Xj l'expression du volume 
du solide élémentaire, compris entre ces deux plans-, pourra toujours 
se rammener à la forme dx. ip{x)j son centre de gravité sera, art. cité, 
entre les deux plans coupant, sur l'axe des a?^ et, pour trouver le point 
•ci) le centre de gravité du solide est placé , on substituera, dans la pre^ 
miëre équation de l'art. 273, dx,^{x)j à m^et xdx (^x)jk mxj c& 
qui donnera 

fxdx.^x 
J^dx^{x) 

3oo. Le cas traité dans l'article précédent com{)rend celui des solides 
révolutions, dans lesquels '^{x) a une valeur partlcfulière == jT^* ^ 
en désignant, par^^ l'ordonnée a là courbe génératrice ; et Ta fôrmuW, 
pour ce dernier cas edt ^ 

fxy^ dx 
"" f j^ dx 

on ramené, au moyen de l'équation de la courbe génératrice , les foncf- 
tions à intégrer, à ne renfermer qu'une seule variable et sa différentielle, 
et on procède fcomméil a été dit, ci-dessus j relativement aux limites. 

Application de la théorie deir centres de gravité à la nfiesure des surfaces crt 
des solides , connue sont le noa> de Méthode de Ouldin» 

Soi. Guldin, Jés^ite natif de S^.Gall, en Suisse, publia à Vienne, en 
Autriche 9 vers l'année 1640^ un ouvrage^ auquel il donna le titre de 
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CenlrO'baryca ^ dérivé des deux [mots grecs, ^«'rfioy, centre ^ et Sdçoç, 

jjQids y contenant de$ recherchçs sûr les centres de gravité , qui pouvaient 

iittéresser les géomètres dans le temps où elles ont été publiées ;. mais ce 

.qvû <listin'gMQ cet' ouvrage, et 1'^ saMvé de l'oubli; est uoe.ap))licattoD9 

aussi utile que curieuse , de la théorie des centres de gravité à la mesure ' 

des surfaces et des solides de révolution. Voici la règle générale dont il 

est irinyenteur.or Si un plan se meut , en tournant autour d*iine droite 

'M fîxç,; Contenue dans :ce plan ^ ta surface engendrée par un tire de courbe 

M quelconque, et le solide, engendré par l'aire d'une figure fermée quél- 

« conque^ contenus aussi dans ce même plan, auront pour valeurs res* 

« pectives les produits de l'arc dé courbe et de la surface génératrices 

M par le^ longueurs, absolues des arcs.de cercles que parcourront leurs 

<c centres de gravité,» ; , 

Ou pemt présenter l'énoncé de celte règle. sous un point de vue plus 
général ; mais il convient, de la« démontrer» d'abord» pour le cas le pjôs 
simple ; j'ajouterai que.Guldin n'en a pas donné de démonstration di- 
recte , et ne la prouvée que par induction , en faisant voir qu'elle condui- 
sait à des résultats parfaitement d'accord avec ceux qu'on obtenait par 
d'autres ipéthodes dont k rigMeur n'était pas contestée. 
Fîg. 12 2^^- ^^ suppose que le plan YAXy des xy ^ décrive un angle X^^' 
tour de l'axe AX^ des x y Tare LU de la courbe VMTV ^ tracée sur ce 
plan, engendrera une portion de surface courbe qu'il s'agit de mesurer. 
Pour cela, faisant AP=x^ PM=jf PF'^dx^ MM'^^ds y j'observe 
que la surface de la. zone éléi^ieataire engendAV? par l'élément de courbe 
MM'zzzdSy scrdL=^anffle^.x '*^wj ftfi yf, M]^^=='XJ^'^j ^t jjar con- 
séquent la surface entière, engendrée par l'arc ^e cot^^rbe. LMI/j %/txsi 
= y^yy //^^ l'intégrale étant prise» deptiis X'=iAB jusqu'à xz=,AB^^ 
lorsqu'on a ramené, au moyen de Téqùation de la courbe, Texpressior» 
jydsk la forme dx\J^ (x). ipais b désignant, cpn^^me à l'art. ?9^ « la 
distance du centre de gravité de jLMij' k Taxe, //X^ des a? ^l'exprès- 
sion x/j ^^ ^^ égale, art. cité, à b YX LMl^' , c'est-à-dire ?u pro- 
duit de la longueur absolue ^ ;ç de l'arc de cercle qu'à décrit le centre 
de gravité , par Tare générateur LMV } ce produit donne donc la valeur 
de la surface engendrée , et c'est précisément celui qu'il faut calculer, 
d'après la règle de Guldin, pour avoir cette surface. 

Tout axe de révolution autour duquel on fait tourner un plan qui ren* 
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ferme la courV)e, pouvant ttre pris pour axe des-a? ^ la règle de Guldin» 
jx)ur la mesure des surfaces de révolulion , se trouve rigoureusement 
et géhératèment démpntrée. 

363; Je passe à la mesure du solide engenilré par i|?aire? X. 2/ Z'JK'/C 
lorsque te plan ir>rfX> qui renferme cette aire, décrit on- angle ^q autour 
de Taxe j4X des* x. La construction et la notation de l-art. ^97 étant 
conservées , j^observe que l'élément de surface MM' mm' engendre, 
pendant le mouvement de la surface entière, une portion de courontié 
cylindrique, dont les^ rayons , intérieur et extérieur , sont respectivement 
y '^ty ^ les longueurs jr'^ ^^yX> ^* dont l'épaisseur -est V-r* La soli-i 
dite de cette trancha a (donc pour valeur i^^y^ X — ^'J^^ X )^^^=^t X 
(^ *— j)^*)fl?.r, et le volume entierdu solide engendré == 7 ^/(r^-.y'*)//^, 
intégrale qu'il faut prendre depuis œz=,AB ^ jusqu'à xt=A AÈ' ^ Xon-- 
<]u'on a ramené, au moyen des équations des courbes ^#iF et V^W- y l'ex- 
pression (^^*— JT^*) dx à la formé ^a7.y!(.j:) . .mais ârix AJJ7 , ifr^tafit la 
ilistance à Taxe -AX y^ du centre de. gravite de l'aire KLL'K'Kj ^mia^ 
a®, équation de l'article cité, > ' î- > i i»» n 

bxy.KLLL'KK=±^Xf{y^'-y'^)^^ 
donc le volume du solide engendré ^ar la révolution de KLL/K' K^ 
autour de ^X*^ est égal au produit de la surface génératrice par la lon- 
gueur absolue yb x> '^^ Tare de cercle que son centre de gràvrté'a décrit,' 
et ce produit eàt, encore, ci?Iui qu'il faut Calculer, piar la règle de GûldmV 
pour avoir là solidité cherchée. 

Le solide, dont je viens de donner la mesure, est terminé par cfêux 
bases planes p^'rpençliculaires i Taxe de révolution , et parai lèlies aux 
friahches , ou couronnés cylîridriqiîes , qui ,fotmépt iés éléments* de cç 
solide ; maïs le cas gériéraïést. celai d^ûij splidie'de révolutîon qui n*4 
aucune face plane , tel serait ,' par exemple, celui qu'on ob^Vndraît eii 
faisant tourner Taire KLL'K'K autour de Taxe A F" àç%y ^ Tangle 
décri.t étant toujours désjgné par y. L'élénrient de surface M Kt m'^ht 
engendrera, alors, une enveloppe cynndrique dont I épaisseur sera 
i=: PP'^s^dxj la hauteû'r==A)M=j'-r. j^eHeràyon J/ir^ 
Là solidité de cette erivelpppe aura, ainsi, bbur valeur, W y .(3^— J^.)^r) 
et le solide entier, engendré, sera 5=;;<y*^(jK--'J^)'^-^* 0^ ^ étant là 
distance du'fcentre de gravité âe Taire îiLL'K' à Taxe AY^i^ç^y^ cette 
intégrale, prîiè depuis B jusqu'en /T èsf, art. 1^7, égale à ^à x KtVK'Ks 
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^ohc le vôluhie, dû solide engendré, a la valeur donnée par la règle de 
Culdin. 

804. Le système des eourbes V TV et V. W^ peut appartenir à une 
courbe unique ; celte.c6urbe. peut être fermée, puisque rien n'enlfièche 
de^upposet KZr=:;o^ K^I/^^O;^ sana.que les distances intermédiaires 
fjL h soient nulles; elle peut aussi avoir des branches infinies sûr lesquelles 
on prend des arcs finis , et des cordes, pour limiter l'aire etc. etc. Ainsi 
la règle de Gàildin , pour le^ solides de révolution, est vraie sans exception, 
. LesideAix courbes Fff^et ^'^' pourraiexit seconfôndréicnune seule, 
la différence j>^.^j^ étant' susceptible de prendre toutes lés valeurs*, eY, 
p,ar consléquçnt^ de ^levenir nulle ou infiniment petite; le solide éngen«r 
dré se réduit, alors, à une enveloppe infiniment mince , ou à une surface , 
et la règ^e de Guldin, pour les solides, justifie l'application de cette même 
Fègle.àûx surfaces de réviDlution. 

i 3o5/J'ai dit, art« ^oi , qu'elle était susceptible d*un énoncé plôsgé- 
péxal; vûioi cet iénoiicê : !« Si un plan se nwut perpendiculairement. a 
€< une courbe fixe, à simple ou double courbure, la surface engendrée 
«< par une ligne courbe, de forme et de longueur arbitraires, tracée sur 
« 4îe plan,, et le soHde engendré par une portion du même plan que cir»- 
« conscriyent des lignes quelconques, auront pour mesures, les produits 
€< respectifs des arcs de courbes que les centres de gravité, de la courbç 
« ^'d^ l'aire iDobiles, parcourront, dans leurs mouvernçnts, par la Ipnr 
•f gueur de la courbe mobile et par le nombre d'unités de surface çom- 
« prise? dans l'aire jpobije. » 

. La vérité de ce théorème gépéral sera façileinent sentie si on coijsi-' 
dèrcrqu^ \ç plan mobile, parcourait un élément d/^ de la courbe fixe, 
décrit ug arc de cercle, infinimQnt petit, autour d'un axe, passant par 

kl'* '«1. .ijj 

centre dCf courbure de rélément rf^^ perpendiculaire au plan qui 

renferme ce centre et cet élément d/, ï^a courbe et Taire, mobile et 
génératrices , engendreront donc^ respectivement , un éjé^nent de sur- 
face et un élémmt ^e ^olide dont bn aura la valeur par la règle de 
Guldin , lensorte qvje S étant 1^ courbe génératrice, A l'aire génératrjce, 
e^et V les lignes reçpectjves, infininlent petites, que leure centres de 
gravite parcourent pendant que le plan , qui les renferme , parcourt 
l'élément ds' j la surface et le solide élémentaires engendrés seront S c'. 
^} ^. f ' i on aura aîn$i j pour la wmmç de toutes les surfiices e( 4e tQup 
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les solides élémentaires engendrés pendant que le plan mobile parcourt 
une longueur ds'+ds"+ds"' ^cic. de la courbe fixe, des expressions 
de la forme 5(e' + e" + e"' + etc.), ^(/+f"+f"'+etc.) ce qui est 
rénpncé analytique du théorème général. 

3o6. Je terminerai ce que j'ai à dire sur le théorème de Guldin, en le 
présentant sous un point de vue plus général encore, que le précédent; 
qu'on imagine une portion de surface courbe, désignée par S2^ circons- 
crite par un périmètre à double ou simple courbure, et assujettie à tour- 
ner autour d'un axe fixe, par rapport auquel elle a une position quel- 
conque, mais invariable; le solide, engendré par cette surface, se mesu- 
rera de la manière suivante : faites passer par l'axe dé révolution un plan 
appelé plan K^ qui tourne, autour de cet axe, comme la surface tQ^ çn 

conservant, avec elle, une position constante; par un des points du péri- 
mètre de cette surface, que je désigne par point ix}j mepez un plan per- 
pendiculaire k l'axe de révolution appelle plan ITj qui coupera cet axe en 
un certain point, de ce dernier point, comme centre, et d*un rayon égal 
h sa distance au point (Dj décrivez, sur le plan JJj un arc de cercle, qui 
commençant au point cj se termine au plan Kj vou$ aurez, sur ce plan K, 
un point , qu'on peut appeler la projection circulaire du point o ; faites 
les projections pareilles de tous les points du périmètre de la surface 
Slj vous aurez, sur le plan K^ une courbe plane dont l'aire, dans son 
mouvement commun avec la surface i/2^ engendrera un solide, qui 
pourra être cubé par la règle de l'art. 3oi , et qqî, pour un angle donné , 
décrit autour de Taxe de révolution , sçra égal au solide engendré par 
]a surfaqé t(l\ 

Il est aisé. dé vérifier Pégalité des deux solides; prenez, sur la sprfaejB 
J2j tr6i3 pomts infininjent près les ups dès autres , qui ne soient pas en 
Jîgne droite , et faites leurs projections circulaires sur le plan K^^'îl 
est évident que , dans le niouvement commun de la surface S2 et du 
plan £^ les trQis ppints projettes engendreront un prisme' circulaire dé 
même longueur, et de' même section transversale et normale , qùè \^ 
prisme ènçendré par leur^ trois poîhts'de projection j et la même égalité 
ayant lieu entre tous les prismes élémentaires pareils , qui Ise corres- 
pondent de l'un à l'autre solide, a àu^î lieu, par conséquent, entre lei| 
î^omnies fies éléments ou Içs splidés entiers, 

• /.J . «t.. ..il '1^ a^ 

y '7 
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^zemplcs de U déiermioation des centres de gravité , et de l'application de 

la règle de Guldin. 

807. En considérant les périmètres des figures planes comme des 
lignes matérielles, homogènes et uniformément grosses, on a, sur le 
champ , par les théorèmes des art. 281 et 282, le centre de gravité d'une 
ligne droite, qui est à son point milieu, celui du contour d'un paral- 
lélogramme qui est à l'intersection des deux diagonales, celui du péri- 
mètre d'un poligonne régulier, qui est placé au centre du cercle inscrit 
ou circonscrit , enfin celui du périmètre fermé d'une figure plane quel- 
conque lorsqu'il existe deux axes rectilignes qui peuvent le partager , 
chacun, en deux parties égales, semblables et placées symétriquement 
de part et d'autre de cet axe; le point d'intersection, de ces deux lignes 
est, art. a8i , le centre de gravité du périmètre. 

3o8. Pour trouver le centre de gravité du contour jiBC d'un triangle. 

Fixr i3 • • ' 

S* imaginons que la masse de chacun des côtés est rassemblée, en un seul 

point, placé à son centre de gravité, ou au milieu de ce côté, ensorte 

que les points matériels c^ a et b, placés aux milieux des côtés j4B ^ 

BC et Cj4 ^ représentent respectivement , les masses de ces lignes. Le 

centre de gravité du contour ^flCsera, art. 288, le même que celui des 

points matériels ^ ^ ^ etc^' je, joins ces points par les droites ab^hc 

et ac^ et je partage en deux parties égales l'angle bca par la ligne cdj 

cette construction me donne ad\ db \\ca\ cb \\ CA : CB \ : masse b : 

niasse « ; le centre de gravité de « et Z^ est donc, art.285 ,,en d^ et, art. 

a84, le centre de gravité de ^., à et c doit se trouver sur la ligne r^/. 

pFe fait^ sur les angles C(ib et abc^ la même opération déjà faite ^qr 

^'angle bca ^ et j'ai deux autres lignes ^et bk sur chacune dêsqueires 

se trouve aussi le centre (de gravité cherché , lequel occupé leur point G 

d'intersection commune. ., , 

Ce poifit G est au centre du cercle circonscrit au triangle abc j aiiisî , 
Je centre de gravité du contour d'un triangle donné, .est au centre. du 
cçrcle, çijrcjpnscritj à MP ai|trç* triai^gle ayant les sqmàfiets clé' se3 angles 
/S^xïx, {y;)jnts milieui^ de$ côtés du triangle dpnné. , . ,, 

809. Le centre de gravité d'un ,arc de cercle est, art. ^98, sur le rayon, 
désigné par r, qui le divise en deux parties égales. Je compte les Xy sur 
ce rayon ^ en prenant leur origine au centre de l'arc de cercle, et coo* 
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sidérant, d'après Tart. ^83, les deux éléments ds ^ quî répondent k une 
même abaisse a?, comme réunis à l'extrémité dé cette abaisse, la i^. 
équation de l'art. 2;9:$ ^ devient la seule nécessaire dans la détermination 

dont H s'agit ici. J'^i dooc a-^, -' ■ — ^ ou (comnoe par la propriété 
du cercle, ds=. — =21) «= _iZ_!21 — — 2jzL^^ Si on suppose que 
les intégrales s'évanouissent loi^quçjf =:oet j:=;p , la valeur — ^ ^ oit 

f 

la distance du centre de gravité d'tin arc de cercle %s ^ au centre de ce 
cercle, mesurée sur le rayon qui divise l'arc en deux parties égales^ sera 
quatrième proportionnelle à l'arc , à la cordé a,^ et au rayon r. 

3 10. Les centres, de gravité des surfaces de tous les polygones régu- 
liers sont art. 282, aux centres des cercles qui leur sont inscrits ou cir- 
conscrits; et, en général, lorsqu'une figure plane peut avoir deux axe» 
rectilignes, dont chacun la divise en deux, partie& égales , semblables ee 
placés symétriquement de part et d'autre de cet axe, le centre de graviter 
de cette figure est , art. 281 , à l'intersection des deux axes. 

Ainsi le centre de gravité de ta suifface d'^un parallélogramme est k 
l'intersection de ses deux diagonales; le centre de gravité de la surface 
d'une ellipse est à l'intersection de ses deux axes etc. ces centres sont 
aux mêmes points où se trouvent les centres de gravité des périmètres^ 

3ii. Le centre de gravité de la surface d'un triangle rectiligne est, 
art. 284, sur la ligne droite, que je prends pour axe des x, menées du 
sommet d'un des angles^ où je place l'origine des x,z\x milieu du côté 
opposé à cet angle , puisque cette ligne , ou axe des x , passe par les^ 
centres de gravité de tous les trapèzes élémentaires qu^on peut former 
par des parallèles au côté qu'elle coupe en deux parties égales. 

Je nonrnie g la longueur de Taxe des Xj comprise dans le triangle, h 
le côté opposé à l'ongine des a? , et ;ç l'angle formé par les lignes geik 
la valeur d'u» des trapèzes élémentaires de la surface, pris parallèlemenr 

h 
â ^, sera x dx sin. ;c ^ etce trapèze (qui , en ayant égard à ce qui 

est dit art. 280, repi'ésente le trapèze dont la valeur générale est, art* 
^97» (jK— 'J^') <2?»27 payant son centre de gravité sur l'axe des x^ ona^ 
artr 284, ^=^0, et la i«, équation de l'art 297, dcvicnC 
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h ''♦ 

— sin. xJ X dx * ^^ 

prenant Tintégrale, depuis a? = o jusqu'à a?=^^ la distance du tenlre 
de gravité du triangle entier à l'origine des x et de g, devient a^^jg^ 

3 12. Imaginons trois masses égales dont chacune ait son centre de gra- 
vité placé à l'un des angles du triangle ; le centre de gravité commun 
de deux de ces masses sera au point d'intersection de ^ et de h ^ et par 
conséquent , art. 284 et ^85 , le centre de gravité des trois masses sera 
aux |- de ^ à partir de l'angle opposé kh,ce centre de gravité aura donc 
la même position que le centre de gravité du triangle. 

3i3. En prenant l'intégrale de l'art. 211, depuis x^=g, jusqu'à x=zgj 

on a ii==j-2 5L. équation qui détermine la position du centre 

de gravité d'un trapèze, sur la ligne coupant, en deux parties égales ^ 
chacun de ses cotés parallèles; la distance du centre dont il s'agit, au 
plus petit côté, mesurée sur cette ligne, étant ^_^, = ^. Pour obtenir 
]a valeur de ^ sous la forme la plus simple, je désigne le plus^ petit coté^ 
du trapèze par h,^ le plus grand par A^ la distance, entre leurs point» 

h h 

milieux , par K^ ce qui donne ^= -7 — — . Kj ^,= -7 — ^- K } 

je mets, ensuite, la valeur de Uj trouvée ci-dessus, sous la forme 

et )'ai, ultérieurement, pour calculer a— g, ou ^^ l'équation 

K{s.h+h,) 
*- 3(A+A,) 

314. Archimède, qui a posé les fondements de la Statique, a aussi dé- 
terminé les premiers centres de gravité, et particulièrement celui d'un? 
segment parabolique» Soit un pareil segment circonscrit par la courbe 
et par une double ordonnée 2j^, à l'axe; on sait que les x étant comp- 
tées du sommet, on a j^*=/?a7 et les valeurs, déduites de cette équa- 

tion , substituées dans la valeur a = ^ j — qu'on obtient, art. S97V 



«• 
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en falsantj''=— j^^ donnent, lorsque les intégrales commencent à l'ori- 
gine des a? et des^^ a = ^x. 

Cette valeur suffit parceque , art. ^84 , le centre de gravité du seg- 
ment parabolique terminé par une double ordonnée à Taxe doit être sur 
cet axe. 

3i5. Les coordonnées d'une ellipse étant comptées sur les axes, et 

leur origine placée au centre, Téquation de la courbe est^=-K (^4^ — x^y ; 
K est une constante, et ^ la demi-longueur de Taxe sur lequel on compte 
les X. Pour trouver le centre dé gravité de la surface d'un segment ellip- 
tique partagé en deux partie» égales par le demi - axe -^ ^ et dont la 
flèche =3-^— j?, on combinera Téquation précédente avec la valeur 

a = r jf ' y qu'on obtient , comme à Part, précédent , en faisant 

^'=— j^ dans la première équation de l'article ^97 , et on trouvera, 

fx dx {^A^"^x^)i 
a= ■ / ; ^jL , j le rapport K a drsparu de cette valeur, qui 

est la même à laquelle on serait paWenu en cherchant le centre de gra- 
vité de la surface du segment d'un cercle décrit avec le rayon ji j ayant 
même centre que l'ellipse , la flèche du segment elliptique , étant aussi 
celle du segment circulaire, qui doit se trouver, comme le premier, 
partagé en deux parties égales par le rayon ou demi-axe j4. Le centre de 
gravité des deux segments est donc au même point, et on a, pour l'un et 
pour l'autre, en plaçant la première limite des intégrales au point où 
ir=j7^ et la seconde au point o\x.xz=iA 



tf = 



a n A^ — x^ V^ dx J demi-corde de Tare du segment 

^ {corde se^gm. cire, f i ^^'^^^f^' •* a/ï^'-x-) ^^, 
surface segm. cire. f 

t 

3i6. La distance du centre du cercle, au centre de gravité du secteur, 
renfermant le segment circulaire dont il vient d'être question, peut se 
trouver de deux manières : i® en considérant ce secteur comme composé 
d'un segment et d'un triangle dont on connaît les centres particuliers de 
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gravité , et se conformaot à ce qui est dit art. 283 et 28Ô : 2^.en observant 
que ce secteur est composé d'un infinité de triangles élémentaires égaux, 
dont les sommets sont au centré du ceccle et lesi bases sur sa circonfé- 
rence ; le lieu géométiique des centres de gravité de ces triangles est^ 
art. 3i I , sur un cercle concentrique à celui qui termine le secteur , de 
même valeur angulaire et compris entre les mêmes rayons que lui, et 
ayant son rayon particulier égal aux deux-tiers de celui du secteur. Le 
centre de gravit^ de cet arc, dont la position est connue par Part. 809^ 
est donc, art. ^83, au même point que celui du secteur. ;, 

317. L'axe d'un cône droit étant pris pour axe des Xj et le sommet 
du cône pour origii^e des .x^ l'équation de la génératrice du cône est 
jr=mx^ m étant une constante; on a, déplus, ds^^ndx ^ n étant une 

f x^às 
autre constante; ces équations combinées avec la valeur de g= .! , ^ 

données art. 296, pour la détermination des centres de gravité des sur- 
faces de révolution, on aura, la ,distanc;e. du centre de gravité de lasur- 

Cx^ dx ^ 

face du cône, à son sommet, =a=-^: — nr- J c'est, art. 3i i , la même' 

valeur k laquelle on parviendrait en cherchant le centre de gravité du 
triangle résulsant de la section plane du côhè par son axe; donc le cône 
droit, le cône tronqué dont les bases sont perpendiculaires à Taxe, et 
le cylindre droit, qui est un cas du cône tronqué, ont leurs centres de 
gravité respectifs aux mêmes points 011 se trouvent placés les centres- 
de gravité du triangle, du trapèze et du parallélogramme qu'on obtient 
en faisant, les coupes planes, de ces solides, par leurs axes. 

pxy ds 

3i8. Pour appliquer la. fqriÂule g = y . àlarecherchedelapositio» 

du centre de gravité d'une portion de surface sphérique, comprise entre 

rdx 
deux plans parallèles, on fera ds-^. ^ rétant le rayon de la sphère,. 

et les X secomptant, à partir du centre, sur le diamètre perpendiculaire* 

aux deux plans qui terminent la surface ou zone sphérique, lequel diamè^ 

tre, art. ^%r contient le centre de gravité de cette surface. La formule^ 

fxdx yx^'+'C 
générale deviendra a =± y.^ .= -^ a C ' ^^^ ^^ suppose que le» 
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^lans qui terminent la surface, coupent Taxe des x aux points dont les 
abcîsses sont x, et a?,,^ on aura, en prenant les intégrales dans ces li- 

- (x *— j? ^) 
mites , g = " — ^=2^{^x^,+x,). Le centre de gravité est, sur 

Xff — Xf 

Taxe des a?^ ou, sur le diamètre passant par les centres des cercles qui 
terminent la zone spliérique , au milieu de la distance entre ces deux 
cercles. 

Ainsi le centre de gravité de la surface d'une calotte spliérique est au 
milieu de la flèche de cette calotte. 

J'observe que ces résultats peuvent se déduîfe , avec la plus grande 
facilité,. des rapports connus entre la surface de la sphère et la surface 
du cylindre circonscrit. On sait que deux zones des surfaces de ces so* 
lides, comprises entre des plans parallèles entr'eux et perpendiculaires 
à l'axe du cylindre, sont égales; et comme cette égalité, entre les zones 
totales, a aussi lieu entre les zones élémentaires , comprises entre deux 
plans perpendiculaires à Taxe et infiniment près Tun de l'autre , les centres 
de gravité des zones totales doivent être placées au niême point sur l'axe, 
donc etc. 

819. Lè'centi'e de gravité d*un polyèdre régulier, considéré comme 
un corps homogène , est, art^ .^82 > au centre de la sphère, inscrite ou 
circonscrite; lé centre de gravita d'un parallélîpTpède est, art. cité, à 
l'intersection des deux diagonales de la section parallélogrammique faite 
par un plan qui sépare le solide en deux parties égales et semblables. 

En général , lorsqu'un soïide pourra être coup^ par trois plans dont 
chacun le divisé* en (Jeux partie^ égales et semblables, placées symé- 
triquement' par rapport''à ce plan , le céritre dé gravité' sera au point 
commuii de rencontré des trois lignes d'intersection de ces plans. 

320. Une ligne droite, menée du sommet' d'une pyramide au centre 
de gravité dfe sa bî|se, doit passer pkr lescent^es de gravité de toutes 
les ^ections du solide, pfeiralleles a cette jbase, puisque, art. ^70 et ^jo, 
les centres* de' gravita "de dîfTérenfs corps homogènes ef semblables, sont 
semblablement places dans ces* corps.* Lé centre de gravité de la pyrà- 
mideèst donc, art'. 284,' un des points de la ligne droite ou axe dont je 
viens de parler. Prenons cet axe pour axe des a? ^ en plaçant leur orl- 
èipe ^^ somipet dé la pyramide. La surface <l'urié section Be ce solide 
paràtoé àîa 1>àë sera= KxK 'K t^taôt uAîe 'éèinst'ahtè , et /^dnlmatït \p 



i36 Statique ÉLÉMENTAIRE. 

l'angle formé par la base et par Taxe des x ^ Kx^ dx sin 4^ sera la soK* 
dite d'une tranche élémentaire parallèle à la base. Le centre de gravité 
de cette tranche étant, comme on vient de le dire, placé au point où 
elle rencontre l'axe des x ^ on n'a besoin , d'après les art. a83 et ^84, 
pour trouver le centre de gravité du solide entier, que de la première 
équation de l'art. 278 , dans laquelle il faudra substituer K x^ dx sin. \^^ à 
j7/^£j:'3^a7sii|.\^,à77za7,et l'équation deviendra, par cette substitutions 

fx^dx _ ^a?4-f.C 
^^ fx^dx ~ \x^J^a 

le solide étant supposé terminé par deux plans parallèles à la base et 
coupant l'axe des x aux points dont les abcisses sont x^ et a?,,^ on a, 
en prenant les intégrales dans ces limites^ 
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321. Cette formule, obtenue pour le cas de la pyramide tronquée >â 
bases parallèles, donne dans le cas de la pyramidç entière^ û=| j?,,^ x^j 
étant nul dans ce dernier cas ; le centre de gravité du solide est, aux \ de 
la droite menée du sommet au. centre de gravité de la bdse, en partant 
du sommet. 

322. Les mêmes résultats sont immédiatement applicables au cône 
tronqué , dont les deux bases sont parallèles , et au cône entier à base 
quelconque, 

328. Imaginons quatre masses égales dont chacune ait son centre de 
gravité placé à l'un des angles d'une pyramide à quatre faces; le centre 
de gravité commun des trois masses placées aux sommets des trois angles 
d'une des faces triangulaires, sera, art. -312, au centre de gravité de 
cette face, donc, art. 288, 284 et 285, le centre de gravité commun des 
quaîres masses égales sera au quart de la distance entre le centre de gra<f 
vite d'une des faces et le sommet de Tangle opposé à cette face; donc 
le centre de gravité comniun de quatre masses égales , qui ^uraint leurs 
centres de gravité particuliers aux spnimets des angles d'une pyramide 
à quatre f^ces, est placé au même point o\\ se trouve \^ centre dç gravité 
de la pyramide. 

324. Pour faire une application de la formule de rarticle ^pÇj je 
pl^ce rorigîne des coordonnées ^^y ji ^p au centre d'up ellipsoïde 
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doAt^voicifla.genératjoii: ^pfeç^nt^^ à^parûr Je œtie.prig[pe,3i,ir Jç^.ax^ 

des ^JJ'^t^^, àes^aJ^^^e)JÊ[^'X^pectiye$ j^j m^^m^^^ 

ellipses, rune.<|ans le .plan ap^ dont ^ les .demi -axes sont m et m^^ 

etqui a,pour équàrtTonjj^,^.==="-r--^'(/w*-^ a?*-) ^* Tautre dans le plan 
œ z ^ dont les (^mi - axes sont m„ et m ^ et qui a pour équation 

wrr $ 

2/= ■ ''^ (m*— ^?v) ;i^e»lmije-8appose que la coupe du solide, faite 

à rextrçmité de x, perpendiculairement^ Taxe des a?, est une ellipse, 
ayant ^pour demi -axes, lesdeut coordonnées correspondantes, y, et «;, 
des ellipsçs tracées sur le plan apj" et surie plan xz^et par conséquent, 

> pour séquatîop z^ «= -^-^ (^y;«*^^«i) , ckrgudle , v en y ^^bstituant. , ^our 

I -5/*^J!^/*> leur&^v^^urs.çi^essujç^cWwe.r^fl^^W^^^Ï^'^Hrf^ 
soïde * , 

m„* m^^ x^ 4- m„* m*j^* + ;w,^ ;w^ z^ = iw* m,* m,,*. 

Le centre de gravité de chacune des sections elliptiques de ce solide; 

Taîte-perpendicàlatrementtiaux* x^ est , art. ifea ,«u point de rencontre 
de cette section et de lîaxe des 'or^ point qui est-leeentre de* Ja section 
elliptique ; le Centre de gravité d'une portîon-iduséii^ecoinprisê.eiiti-e 
deux plans parallèles aux^i^est doaCvaus3i> art. 284, sur l'axe des x. 
Soient, aux distances x et x-^-dx de l'origine, deux sections faites par 

)^ plans iparollèies. aux |^:s.^:]k,SMrfoçe:)4f5^ t^.. • • 



*, m 



^ $<{^), art.iA99') et le vohiàiei duniS9lîdeTéIéfQe9t|ii^ 4^^^ }4e8| t^r^oni^ient 

■ 
_ I 

..;seca;=; ^ ' ^ f " (tn^—x^) 4^* I^e centre rde.gravitéf de ce solide est 

à sort poîht de rencontre avec l'axedes\ry>n.substituafnt son volume 
& la- place de i!?aî;^ (a?)^ dansM'éqûatTon de'l'art. 299, on aura la dis- 
tancé' à 'du centre de gravité du solidfe'fihi à rorrgrne-des ir^ qui sera 

I 

Supposant f que . JLcs ,flajis , joiacallitlçç^mpc jtâ, awI, terwwept rie . ^solide , 
I • • . . ^^ 
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coupent Taxe des x à des distances a/ et x" de l'origine , là distance, 
à la même origine, du centre de gravité de ce solide, sera 

qu'on peut mettre sous la forme 

3^5. Il est à remarquer que cette équation ne renferine pas les axes 
m, et nif, compris dans le plan perpendiculaire à x ou au demi-axe mj 
ces axes m, et m,, restent donc indéterminés, ensorte que la valeur de 
a sera la même pour tous les ellipsoïdes qui auront un demi-axe, dans 
le sens des x ^ égal à m (l'ellipsoïde de révolution et la sphère, doivent 
être comptés parmi ces solides) ; et si on fait a:, = o et x„^=^m^ on 
trouvera pour la distance du centre dé gravité du demi -ellipsoïde au 
centre de cet ellipsoïde 

3 

3^6. La distance A du sommet de l'ellipsoïde au centre de gravité 
d'un segment du solide, terminé par un plan perpendiculaire à l'axe et 
coupant cçt axe à une distance f du sommet , sera d'après ce qui précède, 

on pourrait obtenir j îmraédiatemetit, ce résultat , en combinant, avec 

ilD^^ dx 

ï'équation de l'art. 3oô, a^' ' \.^ ^ , ^ l'équation j-^= a ma?— ;ra? du 

cercle (l'origine des coordonnées est à l'extrémité du diamètre 2 m) 
d'après l'identité de position du centre de gravité du segment sphérique 
et des centres de gravité des segmets de tous les ellipsoïdes construits sur 
le grand axe a^ni^ et ayant, la même flèche ^ que le segment sphérique. 

3^7. Pour, avoir le eentfç.de gravité d'un segment parabolique de 
révolution, substitué au segment ellipsoïdal, il suffit de faire m = oo 
dans la valeur de A donnée ci -dessus et on a 

328. Le secteur sphérique se compose d'un segment et d'un cône qui 
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ont une base commune , le sommet du cône étant au centre de la sphère ; 
on connaît art. 3aa et 3^6 les positions des centres de gravité particuliers 
de ces deux solides, qui sont sur le rayon perpendiculaire k la base com- 
mune ; on sait, de {)lus, art. ^284, que leur centre de gravité commun 
doit être sur le même rayon, et on détermine, par la géométrie élémen- 
taire, les volunryes respectifs de ces deux solides; op peut donc, parla 
formule de Part. 286, trouver la position du centre de gravité du secteur 
spbérique , dont la distance ail sommet de la calotte , ou du segment 
^phérique, =y (a/w+3^)^ m étant le rayon de la sphère, et m — ^ la 
distance de son centre au centre de la base conimune du segment et du 
cope, 

X* tT T" * a/cc * 

329. Enfîn on trouvera, en combinant Véquation a = ^ ^ » avec^ 

l'équation de rhyj^erbolo ,^ç3jG( nmx-J^x^ ) , que le centre de gravité 
d'un segment hyperbolique de révolution, terminé par un plan perpenr 
diculaire à Taxe des.o?^ et ren<;ontr|tnt, cet axe k l'extrémité de çs^e^th, 

•. , 8/7?+3ir 

une distance du sommet = ■ x. 

121/2-1-407 

Cette expression se réduit sensiblement fk\x lorsque x est très-grand 
par rapport k nij dans le cas contraire elle devient = j a? , ainsi le centre 
de gravité du segment hyperbolique est toujours entre les f et ^ de la 
flèche. 

330. La règle de Guldîn exposée , art. 3oi, et démontrée, art. 3o2 

et 3o3, donne, avec la plus grande facilité, les expressions connues des ^*g- ^f 
surfaces et des solidités du cylindre, du cône, de la sphère, de Tellip- 
soïde de révolution, etc. Veut-on l'appliquer à la mesure de la surface 
engendrée par un* arc de cercle MM' toui*nant^ autour, du rayon AC j^ 
d'une quantité angulaire x, (*)? ^ faut, d'abord, déterminer, sur le 

(*) I^'angle décrit ét^nt supposé d'un nombre de grades égal ^ 0, X repré- 
sente ^ dans les formules , la longueur absolue d'un arc ayant l'unité linéaire 
pour rayon , et dont le rapport à la circonférence entière', décrite du même 
rayon , eut celui de ffi 400. On trouve ces arcs tout cuticules , dans les tables 
de logarithmes de Callet. Ce que je viens de dire du signe X» s'applique, eij 
général , aux lettres par le^qqelle^ on désigne d^s angles djins lei expression! 
çnfilytiqucs. 
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râi^oh A^tj^à^^ partage dét aHc en dèut parties égales, la position G de 
èoh cehtré de gravité, dbtit, h^t. Sc^, la disttince A G au c^tre du cercle 

= — ..:■ ' ^ji^: X ^ . La distP* ûp^dxxmème centre de grav i té au rayon AC^ 
a pour valeur jéG k sln; GAfzssMG xsitii ifMftssk^AGx , > ' Cîif^ ^ 

'•>^^ >^ — \f^^i 'j iW*>é^ étant ufiêT parallèle à ^<P>* ainsi' htsurftice cher- 
' arc MM' ■ • . 

chée=;ij X <?/? X /z^^c MM! z= y^^yc^ A q x M'ii^^X>^ ^^ X ^>w^ Bmm! 
et PMm étant, respectivement, parallèle et perpendiculaire au rayon 
^ C On retrouve la propriété connue de l'égalité entre les zones sphé- 
riquêS' et- les- zones C}fliiidriqU€te» comprises entre des plans perpendicu- 
laires â Taxé du cylindre. 

33 î. C^iVS^'éfen^ùh cJuîlrfd'dli^Së cotetroifscir X^é^i^sMBA-Czsiin 
et AW—jty cTierfchbiftlfeVôlurilédll Sôlïdéértgewh*'^^^ 
èohî\n-îse érittie deux pàràHêléà ^N etP^JV' à» AB^ ^ lorsque cette airtr 
décrit un angle ^ en tournant autour ,du demi - axe A C. Comptant 
les X sur AC et prenant lelir origine au point A'j on a ï'équatioii 

j^=±—^ (/é*— .a?* ) et cette é^quâtittn cdrtfcitiée âtec fe iP. équatîon 
dfe Tart. ^97, dans l'hypothèse de j/=ovdonne>pour la distance^ au demi- 
axe ACj du centre de gravité de PNlV^P'ji=j. ^ J \^ —^ / -^ ^ 

m jy dx 

d*ôii on conclut la valeur de la solidité cherchée , b xfy ^^ ==^ 
^^4-^ (;»i» ic~| x^)±C, Vàléùr'qUi , «^ faisant ÂPssœ, « Af^Xn 



ievienl b xfydd = -^^ \ «* ( a?,,- i^, ) - f ( *, *-*/^) t 



â//!f 
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6 m*" ^^^^~^'^ ^ Zm^—x„^—x„àD,—x,^ \. 

Si Tangle pj = une circonférence = ja ^ et que la surface génératrice 
soit un qaart d'ellipëe, on a Xf-=Q\ Xf^t^m ^ et le volume du demi- 
elli^oi'de dte révolotwria poar vaiewr , f stlnn^ ; fe volume de l'ellip* 
jîoïde erttîér ±=| ftmn^ . 

33^. dR étant un aïe Vértîcal sfîtaé rfaiïs le plan du quart d'ellrpser 
ACB' ^ et parallèle au demi-axe ^5'^ supposons que le demi-segrnenf 
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elliptique fiCP tourne autour de OR en décriyant un dngle \pj IWc ^ 
courbe ^^A^^ engendrera,. dans ce mouvement ,, ta douellc d!une espèce 
de voûte qu'on nomme in)iite en enctxrbt^lUmejil s le vid^ coixtpri^ 
entre sa douille y la sur&ce cylindrique <|u'engendre l'ordonnée NP ^ 
et le pljm horisontal passanli par là naissance C, sera égal au produii^ 
de Taire CDfN PC par la distance du centre; de gravité de cette aire || 
l'axe OR et par l'angle 'ip j or en observant que, d'après Tart. a83, le 
Centre de gravité de Paire du segment elliptique entier qui serait ter- 
miné par l'ordonnée NP j prolongée jusqu'à l'autre branche de l'ellipse^ 
et les centres de gravité particuliers de chacun des demi -segments , 
(séparés par le demi-axe C'j4 ) qui le composent, doivent être sur une 
même parallèle à JlB ou, à OR ^ on trouvera en reprenant les valeurs 

données , art. 3i5 , et observant que if = j le volume du solide dont 

PB cherché la cubature, égal k 

X\\^^y.PtP+aireCWN^P^Cy(.AO^ 

333. La vorûte en eneorùeJIemeni poixrveîtt être ramptmte ^ et peu 1^ 
eoucc'Viotr la génération de cette e»pèee de voàtïe il faut supposer que 
pendant la rotation du plan ROC autour de Taxe vertical ORj Taire 
C PP N PC fl^^\>^\9Be f dans ce plan, avec les conditions qiue la distance 
JPO et le parallélîsme de PN tt de OR demeurent invariablesi et quejr 
èe plus, l'espace parcouru par jiC, au -dessous de^sa pe^ilicNn initiale^ 
est, à chaque instant, proportionnel à Tangle décrit depuis le comment 
éement du movvement jusqu^b ce ihême instant. 

il est aisé de s'assurer que le inde de la vofute , dans ce deirnier cas f 
est égal au i^ide de la voûte droite ; qu'on ima^ne une tranche étémen^^ 
faire de Tun et Tautre solide , comprise entre deux plans passais par 
Kaxe OR et formant entr'eux, un angle infiniment petit ^ un autre plan 
perpendiculaire à Tun de ceux dont je vii^as de parler , et parallèle k 
ORj formerait, dans lestrancfces élémentaires, deux sections paraillélo-' 
grammiques de même base finie, et de même hauteur infiniment petite ; 
les volumes de ces tranches élémentaires sont donc égaux entr'eux, d'oii 
il résulte Tégalité des solides finis qui se composent de leur somme. 

334. Les résultats, auxquels je viens de parvenir, s'appliquent immé- 
diatement à la cubature de la voitof annulaire ^ tant droiie que rum^ 
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pante y dont la douelle est engendrée par le mouvement d'une demi* 
ellipse. On peut, aussi, tirer parti de ce qui est dit, dans Tart précé- 
dent, pour généraliser encore le théorème de Guldîn, en faisant entrer 
en considération les mouvements particuliers de translation que peuveot 
prendre les aires génératrices, dans les plans avec lesquels dles ont un 
mouvement commun de rotation. 

QuelquejB observations relatives à l'action des forces sur les systèmes étendus 

et figurés. 

335. Chacune des diverses parties de la théorie de Péquilîbre, démon* 
trées jusqu'à présent dans ce traité, est liée à un problème fondamental^ 
dans lequel on considère Taction de deux forces, dirigées dans un même 
plan , et où on se propose de trouver , soit la résultante de ces deux 
forces, soit la force. qui peut leur faire équilibre, après s'être assuré 
que cette dernière force doit agir dans le même plan qui renferme les 
directions des deux autres; et on a vu que les équations d'équilibre , 
déduites de la solution de ce problème fondamental, ne sont autre chose 
que des équations de condition qui , lorsqu'elles sont satisfaites y 
donnent la certitude que les forces peuvent se réduire à une ou plusieurs 
couples de forces égales et directement opposées. 

J'ai, ainsi, établi les conditions de l'équilibre des forces quelques soient 
leur nombre, leurs intensités et leurs directions, lorsqu'elles concourent 
en un point commun, lorsqu'elles agissent dans un même plan, et, si on 
les suppose parallèles, lorsqu'elles sont appliquées à un système déforme 
quelconque invariable. Tous ces résultats sont liés rigoureusement au 
premier raisonnement par lequel on prouve que deux forces dirigées 
dans un même plan, ont leur résultante dans ce même plan. 

Les mêmes bases de démonstration me suffiront pour compléter la 
théorie entière de la statique , car je ramènerai toujours la détermina* 
tion des conditions d'équilibre des forces, pour tous les cas possibles de 
leur mode d'action, à celle des conditions d'équilibre applicables aux 
cas oti les actions sonrdirigées dans un même plan; et , pour faciliter 
et abréger la marche de l'analyse, je vais, d'abord , présenter quelques^ 
considérations générales sur l'action des forces appliquées à des systên 
mes d'espèces quelconques, et examiner quelque^ CQmbinaisons dç çeç 
forces qui rendent leur équilibre Impossible, 
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336. Une force unique appliquée 9 soit à un système libre ,soit à un 
système, qui a.un axe ou un point fixe^ sans être dirigée sur cet axe^ ou ce 
point , doit nécessairement mettre le système en mouvement ; la propo- 
sition est manifeste, dans le cas du système libre; nous avons établi, 
en posant les premiers principes de la science de l'équilibre, que les 
systèmes étaient , d'une manière purement passive , des moyens de 
transmission des actions des forces , et que l'équilibre d'un système , 
auquel des forces sont appliquées , exige qu'il y en ait aumoins deux 
agissant sur lui. Dans l'hypothèse d'un point ou d'un axe fixe, le système 
étant supposé de forme invariable, le point d'application de la force 
unique se trouve réduit à l'état d'un point isolé ^ assujetti à se mouvoir 
sur une surface sphérique, ou une surface cylindrique , et alors, d'après 
ce qui a été démontré, art. 90 et suivants, il est nécessaire, pour l'équi- 
libre, que la force soit dirigée sur le point ou l'axe fixe. 

337. Un système libre, d'une espèce quelconque, étant supposé en 
équilibre, cet équilibre doit encore subsister si on rend fixes, un nombre, 
absolument arbitraire, des points d'application des forces; en effet, cha- 
cune des forces dont le point d'application n'a pas été rendu immobile^ 
éprouvera, par la résistance des points immobiles, précisément les mêmes 
réactions qu'elle éprouvait de la part des forces appliquées à ces points 
avant qu'on les fixât. Il n'y aura donc rien de changé à l'état des points 
qui restent mobiles; leur équilibre, les intensités, les directions et les 
sens d'actions des pressions qu'ils éprouveront, devront être les mêmes 
qu'au paravanti 

338. Lorsqu'on a ainsi rendu fixe , dans un corps , ou un point , ou 
un axe , si les autres forces peuvent imprimer du mouvement à leurs 
points d'applications, c'est-à-^dire si l'équilibre n'existe pas dans lesys- 
tème dont un ou plusieurs points sont devenus immobiles ^ on doit en 
conclure qu'il n'existait pas auparavant ; en effet, si l'équilibre avait eu 
]ieu , les actions des forces appliquées aux points qui sont encore mo« 
biles, auraient été contrebalancées par les actions des forces appliquées 
aux points rendus fixes; or les résistances de ces derniers points, quand 
ils sont devenus imndobilesj remplacent, identiquement, les effets que 
les forces qui y étaient appliquées exerçaient contre les autres forces, il 
çst donc manifeste que , si ces résistances ne peuvent pas empêcher le 
mouvement du système, les forces qu'elles représentent; ne le pouvaient 
pas d'avantage. 
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339. L'inverfee de cette proposition n'a pas lieu , C'«8t-4«Ûire qu*on 
tie devrait pasconclure de ce que l'équilibreexistepaiit après rqti'on mi- 
rait fendu un point ou un axe immobiles, que ret équiUbve; eut existé 
avant ; il est évident que xe point » ou cet axe , en antiuUant les effets 
•de certaines forces , peut ^tre placé de Tnanière à opposer des résistances 
'qui contre -bakncent les actions combinées de toutes les iiutres'ibfces; 
•et la détermination des positions qu^on doit lui donner, pour remplir 
cette condition , tient k des questions dont je parlerai bientôt; 

340. On conclut immédiatement, de ce qui est dit>art.3S&,^que deux 

'forces 'P et Çj appliquées à uncor<ps libre ^ et dont les directions ne se 

rencontrent pas ne peuvent jamais se faire équilibre, carentravenantoe 

•corps par un axe fixe perpendiculaire à la- direction de -P^net rencontrant 

la direction de Qj le point d'application de P tournera 'hecèssaircment, 

art. 336, autour de cet axe. 

Si >Paxe perpendiculaire k la direction de la for^seP se trouvait paralr 
Jèle 4 la dit-ection de la force Q ^ l'effet de Gette^dernière iVen jernit pas 
Tnoins annuité puisquMlc agirait dans un plan renfermant un axeHxe. 

341. L'équilibre est encore impossibleîentretroisrfoTcesPjiÇ) et /?y ap* 
•pliquées à un même corps libre^ et dont les trois directiona ne peuvent pas 

avoir leurs traces dans un même plan; pours'en assurer aisément , par le 

théorème de l'art. 338, qu'on- fasse passer 'par les directions*dè deux des 

forces, celles de Pet Rj parexemple, des plans, que je désignerai ires- 

pectivement, par plan rr et pjan-^^ |wrallèles à la- direction de- j()^'jûn 

pourra toujours mener, par la direction de cette dernière force,. un j3^. 

«plan qui rtocontre, ^^ ^^ et au moins* iweidesi directions de P et de R 

'que ^e suppdôfe étreeéll*ede P^* décomposanti ensuite ()^'enideuxi forces 

dirigées suivant les' lignes d'intersections du 3*. plan. avec ^et ^.^ uae 

des composantes I)ourra,par'hypothè8e,0e'4:ompo8er à son>tour, avec 

P ^ en une seule fortîe que'j'appelle /T^^ etiimaginant,fdans le pkn f>^ 

•un axefîxe, perpendiirulaire 4 fa direetionxlej/r^ le mouvement .de rota? 

tion aura nécessairement lieu autour de cet axe; donc etc. 

Il est bon d'observer que dans'te'tas ùù la cfomposition des forces , 

dans le plati vr^ donnerait une- résultante nulle ,ïla résultante» des deux 

forces agissant dans' le plan p resterait seule, "et -ne pourrait être nulle, 

elle même , q\/autant que»P^ Qet /î 'agi naient dans un mêmcjpian,ei| 

•satisfaisant d'ailleurs, aiuc conditions' de l'équilibre. 

Je 
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Je ne donne les proposilions, démontrées dans cet article et dans le 
précédent, que comme des exemples de Tapplication du théorème de 
Fart. 338 , dont j'aïu^i bientôt occasion de faire un usage important , 
car il n'était pas nécessaire de rien ajouter à tout ce que j'ai ditailleursf, 
pour être cti état d'affirmer que deux forces ne se font équilibre qu'au- 
t«int qu'elles sont égales et direciement opposées , et que la première 
condition de l'équilibre, entre tçois forces, est que ces forces soient diri- 
gées dans le même plan. 

ÇpnditioBS de l'équilibre d*un sysiéme ou d'un corps libre , de form^ ii)y4ria)>|e, 

sollicité par des forces queiçooques. ^ 

> 

34a. Je continuerai à rapporter les positions de tous les points du 
corps ou du système, aux trois axes coordonnés des Xj y et 5^* j^ap» 
pcllerai P ^ P" etc. les forces appliquées aux points dont les roordon^ 
nées respectives sont a?'^ y, z! j x", y" y z" j etc. , et je désignerai 
les angies que la direction d'une force P^^^j ((n) étant le numéro de 
son accent) fait avec les axe3, des x^ desj^ et des Zj par af")^ ^Tf")^ y("), 

Cette notation établie , je puis donner les expressions des compo- 
santes rectangulaires des forces P j par rapport k des lignes de positions 
déterminées dans l'espace; la valeur la plus générale d'une quantité de 
cette espèce, est celle des composantes de P, parallèle et perpendiculaire. 
à une ligne que je désigne par ligne ^ ^ et dont |es angles respectifs avec. 
les axes àe% cp^y et i sont A , B et C. Ijsl preipière, confiposante ou 
le produit de Pj par le cosinus de )'angle que fait cette force avec la 
ligne^j est égale à 

P \ C06. a COS. A + COS. 6 cos. B + cos. y cos. C \ 

ou & la somme des composantes P cos. aj P cos. ^j P cos. y j paral- 
lèles aux axes coordonnés, décomposées elles mêmes, parallèlement à 
la ligne L Cette formule, rapprochée de celles des art. ij68 et 169, rap- 
pelle ce que j'ai fait observer, art. 178, sur Pafnalogie qui existe entre la 
composition et la décomposition des forces et des opérations de même 
espèce, faites sur les moments. 

La seconde composante , ég^le au produit de la force P par le sinus 
de l'angle qu'elle forme avec la ligne Xj a pour valeur 

P\i — (cos. a cos, 4 + cos. t! cos. B + cos. y cos. Cy | ^ 
1 19 



r46 Statique é l é bi e h t a i k c« 

t*i si on connaît les moments respectifs l^vi^n^ de P^ par rapport aux 
axes 4es j?^ j: et js^ et la plus courte distance p, entre la direction de 
P et la ligne Àj la valeur de cette composante pourra^ art. i68, se 
mettre sous la forme (/ cos. A + m cos. B+n cos. C) : p, 

343. Si on. veut décomposer la force P en trois composantes rectan- 
gulaires > dont l'une sort parallèle à la ligne À, les deux autres, qu'eu 
suppose former un angle droit entr'elles ^ étant dirigées dans un plan per- 
pendiculaire à >t ^ la direction, dans ce plan, d'une de ces dernières forces^ 
sera arbitraire, si elle n'est pas donnée par l'état de la question; Rési- 
gnant par jfj B' , O ^ et par A'^ ^ B''j C'y les angles respecû& que 
font ces deux composantes avec les axes des x , y , et z y la valeur de 
la composante parallèle à ^^ donnée dans l'art, précédent, né chajàgera 
pas, et les valeurs des deux autres composantes, seront : 

P (cos. a COS. A' + cos. <S cos. Bf + cos. y cos. C) . 
P (co9t a cos. A" + cos. if cos. B^' + cos. y cos; C) 

Il existe, entre les angles qui entré^tit dans ces formules, plusieurs re- 
lations connues exprimées par des équations. 

844. Je passe à la recherche des conditions de l'équilibre* entre les forces^ 
P^ y P" y etc. appliquées à un système de forme quelconque invariable ; 
pour y arriver, dé' la manière la plus simple, je réduis, par lé théorème 
de l'art. 66 , P' y P"j etc. , k trois groupes de forces pârallèkes, l'un for- 
mé des composantes P* cos. a' y P" cos» a"j etc. parallèles à l'axe des 
a?^ et les deux autres formés des composantes P'cos^iT^ P"cos. ^, 
etc., P' cos. y y P^'cos. y y etc. respectivement parallèles aux axes des 
y et des 5. La force P'cos. a! rencontre le plan j^ 5 en un point qiie 
je désigne pôrn^^ dont les coordonnées sont j<^ et sj } je prends sur les 
axes des j^ et des z.y à partir de l'origine, les longueurs respectives a jr' 
et 7..z! et C9 se trouve au, milieu de la droite qui joint les extrémités de» 
ces longueurs; je déconntpose ensuite, P'cos* a! en deux forces appli-' 
qpées aux mêmfjs exlrém^t(«:, et perpendiculairjes m plânj^^^- cescom*' 
pp§ame& sont^ art. a^to, égales ,. chacune, à j- P' cos a! , et agissent, la- 
première dans le plan xj^ perpendiculairement à Taxe des jy & une dis^ 
tance %y' de Ifaxe des fi?^ l'autre dans le plan xzy perpendiculairement 
à Taxe des 2 • k une distance % zJ de Taxe df s x. 

On peut ainsi décomposer le groupe des forces P'cos. a% P"cq3. a" , 
etc., en deuxgroupts de forces 7 P'cos. a! y {P'^cos. a!' y etc.; agissants 
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parallèlement aux x^ Vun daos ie plan «rj^^ l'autre dans le plan^r.^^ aux 
distances respectives 2j^^ ^J^'^ c^c. a 5'^ a 5"^ etc. de l'axe des x. 

Pareillement on décomposera le groupe des forces P'cos. ^, P^'cos. ff\ 
etc., en deux groupes de ï^vcts^^P' cos. ffj {I^"cq&. €" ^ etc. , agissants, 
parallèlement aux j^^ l'on dans Je plano^j^^ l'autre dans le .plan^^ ^ aux 
distances respectives ao/^ aa?'% etc. s»z' y a»z" , ^tc. de l'axe des j'^' 

Et le groupe des forces P' cos. y% P^' cos.y'^j etc. en deux groupes 
de forces ^ P' co^.y , 7 P" cos. j^"^ agissants, parallèlement aux z, 
l'un dans le plan œz^ l'autre dans le plan^^^ aux distances respectives 
%a/ y %x'' y etc. ^y, ^y.^ ^^' de l'axe des z. 

Toutes les forces^, qui agissent sur le système» dans des plans et dans 
des directions quelconques , seront donc remplacées,, ultérieurement « 
par des forces , agissants dans les trois plans coordonnés seulement , et 
partagées , sur chacun de ces plans, en deux groupes de forces respective^ 
ment parallèles aux axes que renferment ces plans. 

34Ô. Il est évident, d'après cette disposition, que si l'équilibre a Heu 
sur chacun des plans coordonnés, il aura Heu dans le système entier, et 
les conditions de cet équilibre sont , art. 141 , exprimées, sur les plans 
des xjyj xz tiyz, parles équations respectives 

\2{Pcos.a)=^o\\Z{Pcw.f)r=:o\\S\P{^^coi.a — J2â7cos.^)|=o 
^-S(Pco8.a) = 047-2^(iPcos.y)=o;72^{P(2a?cos.y — a3C08.a){ = o 
i2^{Pcos.^)=o;x2;(Pco8.y)=o;72^{P(a^cos.ir — ûj^cos.y)j=o 

il faut se rappeler que l'équilibre ne saurait avoir lieu, pour l'un queU 
conque dé ces plans, si les trois équations , qui s'y rapportent, n'étaient 
pas satisfaites, diacune en particulier, puisque, art.T4J&, une seule de 
ces équations, qui n'aurait paB lieu , indiquerait que les forces, agissant 
dms ce plan , ne peuvent pas se réduire à deux forces égales et directe^ 
ment apposées. 

346. Ces neuf équations n'en forment réellement que six différentes 
entr'elles ; ainsi l'équilibre du système sera assuré , lorsqu'on aura entre 
les forces , les ïingles qu'elles font avec les axes , et les coordonnées de 
leurs points d'application , les équations 
(a) .... Z^(P COS. a) =o^- 2^(Pcos. ^) =o^-^(Pco8.y) = o 

^ { P (j^ COS. a — X cos. if) } =o>' 
(A) . \^\ P (^cos.y — z COS. a) \ =oj 

iS j P ( « poa.^— j^cos. y ) j =s=o/ 
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'^qui expriment l'égalité à zéro, i^ de chacune des trois sommes des com- 
posantes , prises parallèlement aux axes coordonnés ; 2* de chacune des 
trois sommes des moments par rapport aux mêmes axes. 

S47. Non -seulement ces équations asucent Véquilibre , lorsqu'elles 
ont lieu, comme je viens de le démontrer, mttftil faut encore qu'elles 
soient toutes satisfaites , pour que cet équilibre existe, et c'est ce dont 
on s'assure, très -aisément, par le théorème de l'art. 338 ; en effet, il y 
aurait , nécessairement , sur chacun des plans coordonnés , pour lequel 
les équations de l'art. 345 , relatives à ce plan, ne seraient pas toutes 
satisfaites, une force libre; si les trois plans coordonnés se trouvaient 
dans ce cas, où toutes les forces, agissant dans ces plans, seraient diri- 
gées sur l'origine des coordonnées et pourraient se composer en une 
seule résultante, qui, art. 336, mettrait, nécessairement, le système en 
mouvement , oti l'une au moins , de ces forces , ne passerait pas par 
l'origine, et alors, rendant fixe Taxe coordonné perpendiculaire au plan 
qui renfermerait la direction de cette force , les actions de celles qui 
auraient leurs directions sur les deux autres plans coordonnés, seraient 
annullécs, et il est manifeste que le système tournerait autour de l'axe 
rendu fixe, soit en vertu de la force unique, soit en vertu de la couple 
existant sur le plan perpendiculaire à cet axe. 

Si les équations d'équilibre étaient satisfaites sur un des plan coor* 
donés sans l'être sur les deux autres, les forces ou les coupTes, agissant 
dans ces deux derniers plans, ou se composeraient en une seule force, 
ou fourniraient deux forces dont les directions ne se rencontreraient pas^ 
et, dans l'un et l'autre cas, art. 336 et 340, l'équilibre serait impossible. 

Enfin si les équations d'équilibre étaient satisfaites sur deux des plans 
coordonnés y sans l'être sur le 3^> la force, ou la couple , agissant dans 
ce 3* plan , mettrait nécessairement le système en mouvement. 

Ainsi il est indispensable, pour l'équilibre, que la totalité des équa- 
tions, posées|art.345. et 346, soi4 satisfaite. {*} 



(*) J'ai supposé y dans ïes démonstrations qui occupent les art. 344, 345, 
846 et 347 , et (pu me paraissent nouvelles , que les composantes des forces P 
tos. a y agissant parallèlement aux x , cfans les plans des œjr et des xzy étaient 
prises de manière à être égales entr'ellcs et à -^ P cos. a > et qu'on obtenait, 
par un mode pareil de décomposition , des forces ~ P cos. ff^ ± p cos.- y , 
agissant parallèlempot aux jr et aux «c, dans les plaoS' des xy ^ A^% y z , et 
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348* D'après ce qui a été dit, art. 141 et 142, et d'après la marche 
de raisonnement qui m'a conduit aux équations de l'art. 846 » on voit 
clairement à quoi se réduisent^ ultérieurement , les conditions énoncées 
par ces équations ; elles expriment que des forces en équilibre, sur un 
système de forme invariable , peuvent se réduire à trois couples de forces 
^jales et directement opposées, chacune de ces couples se trouvant pla-» 
cée sur un des plans coordonnés. Il est manifeste que lorsqu'on a vérifié 
cette destruction de forces pour une certaine position des plans coordon- 
nés elle doit se retrouver, dans toutes les transformations qu'on peut faire 
des axes sur lesquels ces plans se coupent; car, s'il en était autrement^ 
on pourrait remplacer les forces.en équilibre, immédiatement appliquées 
au système, par des forces agissant dans des plans coordonnés, situés de 

des xz. Cette hypothèse simplifie les raisonoements , mais je serais égale- 
ment parvenu aux équations de Tart. 346 , en établissant entre les forces trans* 
portées sur les plans coordonnés , parallèles à iin même axe et provenant d'une 
tnéme force P Cos. a^ P cos. iS» ou P to%,y , prise dans l'espace, un rapport 
quelconque égal à celui de denx nombres arbitraires m et n. Voîct , en peu 
de mots^ comment on s'en assure : prenant sur les axes des z et dés^^ respec* 

tivement , des points dont les distancés à Torigine 'soient z (iH ) 6t^ (r | 'J, 

on pourra remplacer la force P cos. d en appliquant à ces pohats ^ des forces 

_ ir , . -P"» COS. a . ^ 1 1 i Pn cos. cl . 

parallèles aux ar, savoir : ■ — ^, agissant dans- le plan xz y 



■ ifc 



agissant dans le plan xy. Prenant ensuite sur les axes des z ef des or, respec- 
tivement , des points dont les distances à l'origine soient z (i-) ) et or (1+**), 

on pourra remplacer P cos. ^ en appliquant à ces points des forces parallèlos 

Pnzo%.lS j , . i'mcos. ^ 1 , , « « 

auxjr savoir : — ^ . _ , dans le plan xy^ et ; dans le plan r^;. Enfin, 

appliquant à des points pris sur les axes des y et des x , aux distances riespec- 

tîves de l'origine ^ ( i +— ) et a? ( i H ) , les forces paraireks aux z , 

JPmcos.y /»7icos.y , , , 
-~— j— — dans le plan yz^ et- ; — '— dans le plan xz. ces forces rci»- 

placeront P cos. y. 

Posant entre les forces, ainsi transportées sur les plans coordonnés, les équa- 
tions d'équilibre correspondantes à celles de l'art. 846, les arbitraires m et n^ 
t'élimineront d'elles mêmes et on obtiendra les équations de Tart. 3^6. 
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manière que le groupe de forces agissant dans chacuo de ces^lans» ne 
serait pas en équilibre jiar lui-même ; mais j'ai déniontré , qu'alors , i'équi^ 
libre du système serait impossible, ainsi cet équilibre existeraîret n'exis* 
terait pas, donc^ etc. > 

849. L'évidence de cette eonclusion tient .particulièrement à la marche 
que j'ai auivie dans lies preuves des propesitkme drrectes et inverses, re*» 
lativcs à l'équiHbre d'un système; mais si on voulait démontrer imrné^ 
diatement, que, lorsque les équations d'équtlibre ont lieu par rapport ii 
des plans coordonnés de positions déterminées, elles ont aussi lieu pour 
d'mitrcs plans coordonnés, placés aribitrairement dans l'espace, les théo* 
rèmes cjks «ait; 171, 179 et â^ii fourniraient le moyen d'arriver très-^ 
promptementà la démonstraticm-didniiiéej qui, sans le secours de ces 
théorèmes , serait compliquée. 

Pour prouver d'abord que des équations de la force Z (P cos. à) = o^ 
S {P cos. l^) = Oj S (P cos. y)=zOj ont lieu par rapport k tout sys- 
tème de plans^ cpordonné^, autre que ççlui sur lequel elles qnt été vé7 
rifiées en premier lieu, je suppose que ces nouveaux axes des ^,y et 
£ fassent, chacun en particulier, avec les anciens axes des â? , jr et 2 > 
les angles respectifs Jj B, Cj A', B' ^ Cj A" ^ B" , C"j on aura les 
sommes des composantes, parallèles aux nouveaux axes, en substituant ^ 
dans les expressions des art. 34a et 843, S{P cos: (x)j !S(P cos. ^)j 
^(Pco8.y),àPc0S.rf,i^cos.^, jPcos^y^ et on voit que ces expressions 
seront , chacune en particulier, égale à zéro, puisque , par l'état de la 
question, on a 2? (Pcos. a) = o, S{P cos. ^f) = o, Z(P cos.y)==o. 

passant aux équations des moments, qui sont ;i = o, ^=0, y=o, ${ 
on dési|pe par ^ ^ ^ et y les sommels respectivea des moments par rap'^ 
port aux axes des Xjjr^t z y je nomme tf^^^ètc^les coordonnées 
de la nouvelle origine, respectivement parallèles aux a?^ y et z primi- 
tives et j'observe que si les nouveaux axes étaient parallèles aux anciens; 
les nouveBe^: sommes des moments, dont les valeurs ont été données art^ 
179, seraient nulles , puisque, par hypothèse, on a / = o^^ = o^y = o; 
X=2;(Pco6.a)==o> r=S{Pcos.S) = o , Z=^(Pcos.y)=o^; 
mais, art. 171 , la somme des carrés des moments est constante pourtour 
les systèmes des axes coprdonnés qui se coupent en un même point. On 
a donc, en désignant, par L,, M,^ N^ , les moments respectifs, p^r 
rapport à trois axes reciangulaipcs , dont le point d'intersection 9^ pow 



coordonnées , aj b et. c^ et qui sont, d'ailleurs , situés d'une manière 
quelconque , et conservant k L, M^ N la signification qui leurs a été 
donnée art. 169, £« + Af* + N^^L,^ + À^/* + iV,^ -; d'où on conclut 
X/+A/,*+»iV,^=o^i pui^u'oua, par hypothèse, X^o,Jff=Q,iA^=£=ô; 
or les carrés Z,^t Af,f,.iV/ étant detquaatités essentiellement positives,, 
l^ur somme: ne peut pas être zéroi.sans que chacun d'eux ne le soit, en 
particulier, d'où X, = o> Af,=a,iV,=o. C. Q. F. 27. 

3ÔO. Les équatioos 2^ {P cos. a )= o , 2^ (P cos. ^)= o , 2{Pcob. y )= o^ 
sont, art. 72, les mêmes qu'on aurait pour exprimer les conditions de 
l!'équilibre des forces, si.ces forces étaient toutes appliquées ,.à l'origine 
des coordonnées, parallèlement aux directions qu'elles ont h leurs points 
effectifs d'applications ; d'un autre part ^ d'après ce qui est démontré 
dans l'article précédent, des équations, de même forme, existent entre 
les forces et leurs directions, quelque soit le point de l'espace qu'on 
prenne pour origine des coordonnées ;^ des forces en: équilibre sur un 
système libre j de forme quelconque invariable^ seraient dopç encore 
en équilibre , si, conservant leurs intensités, leurs sens d'action ^ et Us 
angles qu'elles font avec les axes coordonnés, on les appliquait toutes 
à un mèn>e point, pris arbitrairement (^ns l'espace. 

■ . • ■ • ■ 

m 

Composition, des forces appliquées à un s3F8tâiDe de forme qùelcotupi*. BqiKt'^ 
tion de coudîtion qui doit être satisfaite pour qi^e ces foTces aient une résuir 
tante unique. 

35 1. Les forces appliquées au système,, suivant des directions quel- 
conques, se trouvent, lorsqu'elles ont subi les décompositions expliquées^ 
aVt. ^44, remplacées par des groupes de fortes qui ont Iburt directions 
dans les plans coordonnés; si le svstème n'est pas en équilibrechadun 
des groupes de forces , dont je viens de parler, pourra se convi^oser en 
une résultante- ou en une ceu.pié.c'supposvNis qu'on» ait des résultantes 
non^^McotipIées, dâsignées*parii^.^3ur.le.plQaa!ky^,par7f^^ sur le plan 
.i?i3, et par R},, sur.le)j>lad jir^;; représentant par À^ /net y ^ respecti- 
vement, les sommes des moments ,des fonces par rapport aux axes des- 
i» des jr ^Jt ^^ 5 j et faisant A'(P ods. a)qîrX.^ ^^(i^cos; ti)=^¥ et 
S(Pco%.y)^s:&Zj les valeurs et le» dÎTrctions de li,^ B^^j et /?,,;-> se 
Aéterminecont , art. 1.39 ^..pxir les équations 



i5& Statique ê l é m e n t à i r e. 

iî,=K3:*+r»)i- R„^^{x^+z*fs »,„=k^*+Z')- •. • • • (A 

352. Ces trois forces B,^ /f^; ^ /{,;/>' agissant dans les plaas coordonnés; 
peuvent toujours être réduites à deu^, soit par le moyen indiqué art. 341» 
soit par d'autres procédés et le problème de cette composition est en 
général indéterminé; mais il y a, aussi» une infinité de cas qui donnent 
une résultante unique et qu'il est important de reconnaître par les rela- 
tions particulières 9 qui existent, alors, entre les données du problème; 
pour trouver ces relations, j^observe que si cette résultante unique, que 
îe désigne par R^ existe, elle doit être capable, ou de remplacer toutes 
les forces du système, ou de leur faire équilibre, suivant le sens dana 
lequel elle agit. Ainsi en lui donnant le sens d'action convenable , les 
trois sommes de ses composantes et de celles de toutes les forces , prises 
parallèlement à chaque axe, doivent être, séparément, égales à zéro, 
et les sommes de ses moments et de ceux de toutes les forces, doivent 
aussi être nulles, par rapport à chaque axe en particulier, puisque les 
équations d'équilibre de l'art. 346 ne sont que renonciation de ces di- 
verses conditions; nommant donc, a, ^ et y, les angles respectifs formés 
par les directions de R et par les axes, des x des j^ et des z , faisant 
2;(PcoS.a) = X^ 2:(Pcos.â)—rj S{Pcos.y) = Zj et désignant 
par Àf fietv, respectivement, les sommes des moments des forces P, 
par rapport aux axes des cc,^ ej z,]e$ équations d'équilibre de l'article 
346 deviennent 

{A')..X—R COS. a = ç>\V— R cos, S =o;Z— r R ços. y «o 
(J5) . . X—{rz—Zj) = o\ii—{Zx—Xz)=o', y—{Xj^rx)=o 

les trois dflrnières qui appartiennent aux moments , et qui sont , en même 
temps, le» équations des projections de la ligne de direction de R sur 
les plans coordonnés, se trouvent identiques avec les équations (iS), des* 
directions de R,, R,,^ t^nn données, art. 3ôi ; ces dernières direotiens 
sont donc les projections orthogonales de celle de R sur les plans coor* 
donnés, et si, comme on le suppose , toutes les forces du système (que 
R, , R„ et R,„ peuvent représenter ) ont réellement , pour résultante 
uniquje , la forpe -fi, les équations des directions de R, , /î„, /î,„, sur 
les plan? coordonnés, qui ^ dans ce cas , sont , com^ne on vient de le voir , 
^ les 
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\fis é()uatîofis de la dîcection ée ccite résultante unique , dans res))ace / 
doiyeoZ satisfaire aux conditions ^d'^près lesquelles trois équations entre 
^Ji^ ^i ^ ^ppartiejanent à une nnème droite ; la recherche qui noù% oo- 
cupe j se trouve donc r^uiie 4 des considétations àe pure géûmétrie. ) * 
Ij^es ÇQn(Utiqp$ dont fe viens de parler, consistent dans unie certainot 
i^latio^n «entre le^ constantes des équations {B) i qu'on trouve aisément,' 
en .les. ajoutant , après avoir multiplié par X, celle qui contient ^^ par' 
JT^ celle qui contient ^^ et par Z^ celle qui contient pj les termes va«-; 
riables disparaissent de la somme, et on a, entre les quantités connues ,* 
Téqualion unique 

ÀX+fiF+pZ = o (C) 

qiie j'ai donnée, le premier, et qui se trouve dans le plan raisonné de 
mon cours (^) publié an Tan IX (i8oo) ; M^ Poinsot Ta ensuite , déduit . 
de sa théorie des couples j voyez le traité de statique qu'il a fait im- 
primer en Tan XII, (i8o3) , et le tome 6 du journal de l'Ecole Polytech- 
nique mis au jour en i8o6. 

353. Voici des rapprochements curieux entre l'équation de l'art, pré- 
cédent et la théorie générale des mpments exposée art. iSy et suivants» 
J'observe , d'abord, que, lorsque cette équation a lieu pour un système 
d*axes cooirdonnés dont l'intersection commune est à un point {déterminé ^ 
de l'espace , elle a aussi lieu pour tout autre système d'axes coordonpés 
ayant leur intersection commune au même point. Cette prpposition.» . 
dont la vérité est déjà assurée par des considérations mécaniques, peut 
aisément se vérifier , par des considérations purement analytiques ^ au 
moyens des théorèmes des art. i68, 342 et 343 ; ensuite , si , dans l'équa- 
tion de l'art. 184 ,on suppose que le moment maxiipum K se rapporte * 
à l'origine des iVjj' et z^ c'est-à-dire au point pour lequel on a a=o^ 
^=0, c = 0^ ^ sera l'angle formé par l'axe du moment maximum , rap^ t 
porté à cette origine, et par la direction de la résultante générale H. * 
L'équation de l'art^ précédent exprime donc, que, lorsque la résultante 
est unique^ cet angle û doit être un angle droit. De plus À X+fi K+yZ 
étant une somme constante par rapport k tous les points du système 

(*) Plan raisonné de- ia partie de Renseignement de t École Polf technique , 
qui a , pour objet , l'éguilfire et le mowemeni des corps. Par M* DE PaonT. 
Aa IX (1800). 
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piûsqne ta aeialc ^ftooÊkèKj^ d« Iféquation de l'article cité, rmfermê lét 
toondoonécs^ a^ 6j e, TariaUes^ d'un point k l'autre de ce système, si 
cot. û* est nhcoy pour uade ces points, ii le sera pour fous les autres, 
et K CM&.^'ss o sera applicaMr à L'étendue entièfre du eorpsv Qn pNfuve 
ainsi par dea eoosidésalionr purement anaijrtfqves que > toiMfiie rela- 
tion de eondttton de Ifantjclè précédnis, est satisfaite /en rapfîortant 
les mon^ents A^ ^ et y à une origine et à un système d'axeS coordonnés 
particuliers , elle doit l^ètre* encore pour toute autre origine et fout autre 
système d'axesi 

Enfin , art. i86 et 194, la somme des moments des forces , prise ; 
relativement à une parallèle quelconque à la direction de la résultante 
générale /? ^ et la valeur du moment minimum maximorum ^ sont , 
l'une et l'autre , égales à zéro dans le cas oii les forces, appliquées au 
système , ont une résultante unique. 

On voit, parce rapprochement, et par les résultats généraux de la 
théorie démontrée dépuis l'art. 342 , comment les propositions, démon- 
trées sur les moments, qui n'étaient d'abord que des vérités purement 
géométriques (comme je l'ai observé art. aoo) se trouvent liées aux 
questions dans lesquelles les actions des forces entrent en considération.' 

354. Lorsque l'équation précédente est satisfaite; l'intensité, la direc- 
tion et le sens d'action dé la résultante unique, dont cette équation 
assure Tcxistence, se déterminent aisément par les équations (^') et {B) 
de l'art. 35a, les équations {A'^ donnent 

» V, Y 7 

Jhs^('X*+r^+Z^)'^'jcv$.at==i'—j^jco^.f=^^j cos.y=— =- ; 

I\y J\ Ji- 

eivles équations ^*iS) sont^ celles de la ligne de direction de B. 

ba somme des moments des forces est nulle tant par rapport àfaligne 
dont j e. viens de déterminer la posî tion que par rapport à toutes les droites 
qui ])Oupraieot là couper soifS des angles quelconques. 

3Ô&» Ort peut remarquer que les équations' (/^)^ de l'article 35t, 
donnent /?,* + /F,,* -h /î,„* = i ( X* + -T^ + Z* ) ^ d'où on conclût 

3o6. Dans le-casoh l'équation de condition (C)^ de l'art. 35j2, ne serait 
p^iSMii^ftite^^et ob^ par conséquent, les forces du système ne pourraient 
pas être remplacées par une résultante unique, on a un mpyen, dt'gne 
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ji^lesTalam i:{MêcoB.a), £{x£Co%. fyy2{xecoê,y% cf,' article 
367^ les Gondîtkms de l'équilibre de ces couples sercmt <!omplétemént 
exprimées parles trots équations (^) de Tart. 846 qui devienhéht , dans' 
le cas dont il s'agit ici, ' 

S{M^êcx^.a)^oj2{xetàs.tfj=iôy'S(x€cos.y) = o 

363. Si les couples ne sont pa^ en équilibre , on ne peut m les rem-» 
placer ni leur faire équilibre par uiie force unique qui donnerait, parai* 
jèlement aut axes, des composantes que le système des couples n'a pas} 
il n'y a donc qu'une couple qui puisse remplir ces conditions, et en 
désignant , par T'^ l'unç dès iPorcea qui la composent, par e la distance 
entt-e les directions de ces^rcies, et pâr.fl^^ iT, y ^ respectivement j, leji 
angles que forme son axe avec les axés des dbjjr et Sj on a. les équations 

JP^cos^a — -S(^f cos.a) = o 

X*^ ços, ^— ^ ( ^ ^ ços. iT) = o 

T'r COS. j'î-i-J- J? ( * ff cos- /) 5=8« a 

les lettres kf€,a,Jf,y sous le sî^e JTy iieprésentànt ïes quantités accen- 

tuées x^j xf^j etc. ^^ ^"^ etc. a^j af'j etc. qui se rapportent à chaque couple. 

En désignant par S,j jS^,j ^m^ respectivement, les sommes qui 

forment les â«» termes de la i'«^ ^e la *• et de la 3« de ces équation, on a 

COS. a=-=r-/ COS. o = -r=4^ ; cos. y=- ^ - - 

l'une des deux quantités jPet « est arbitraire, et l'axe de la couple ré 
peut être dirigée par un point quelconque de l'espace, pourvu qu'il fasse 
avec les axes coordonnés, les aUgles qù^)n vfefit de détermitier. 

364. On revoit dans ces équations, entre la cou^erésultanee et les 
couples composâmes y exactement les mêmes relations déjà trouvées, 
art. 170, entre le moment maximum et les moments des forces quel- 
conques appliquées au système \ les mêmes équations prouvent aussi , 
ce qu^on savait déjà, art. 176 et 36 1, que la ço}Jk^\t résuUanie n'a de 
moment par rapport à aucune ligne tracée daits un plan perpendiculaire 
à son axe, ainsi la théorie à laquelle l'art, cité appartient > a une liaison 
intime avec celle qui fait l'objet des art. précédents. 

365. U est aisé^ d'âpre les formules de l'art. 363^ de remjdacer toutes 



lef )fvfif^>.#Pl^\qBé^i^ôC^y^*>w*'^ foBce^nan^jiciaaptfei et par 
uç^ Ç£U^plç, dansj^^eiaf'aM'On nepeut pahioblenir Jeré8fiilaBteiiiiiqtM>«r 
Pour cels^ pf):appliq.i|je^fai> A Twigiec ; de^ fonces égales et parailèleiÀp»l(es 
du système, ainsi qu'il est expliqué art. 178 et 3â|j5; on aura ahn à i'orK 
ginc, une résuj^diite^tî^ér^oJ^^çt^i^tes ks.forçe^ qui y.agisfrat dans 
le même sens que leurs correspondantes dans le système, laquelle «e dé* 
tenriinera paries rormules de I art.oo. Il restera ensuite autant de couples 
que de forces primitivement appliquées au système, et chacqne de ces 
forces , sans avoir subi aucune espèce de changement , fera pw;tie d*une 

des coûpîe$. Considérant, ensuite, qUe les moments, de^ couples sont les 

•ri/:.. :j ..' Hi>- ■;•»■■)■ :. ■•■ t- '/*■■' *f^ii • ■* "^-" ■'■■:■ ■' 
seuls moments au système, puisque les forces déjà composées sont an- 

pliquées a I origine , et* que , de plus , une des forces de. chaque couple 
passant par la même origine, le moment de cette couple est identique 
avec le moment de Tautre force, on a, en donnant à ^ ^ fi, y les signi- 
fications convenues art»35i, Sf'^sssÀj X^^s:^^ 2C,„^=s:Vj et les couples 
introduites dans le ^^*me par lea pjtératiQna .indiquées ci -dessus, se 
composeront, en une seulei^^^^qu-oA déternfiinera ep substituant dans 
les équations de l'art. 363, pour Sf > ^h j ^ni» '^ valeurs ^u'on vient 
d'assigner, et le résultat de Ifi substitution donnera 

COS. a == -j^" i ^^^\ v^= ^p" ^ ^^^- ^'^^"jn"" • 

Cette couple 7^^^ et la force /î, pourront remplacer toutes les forces^ 
du sysfèfue., ou}ç4r faii;a écjuilibrf^ , «uivan^ le\ Si^na dans. lesquels on les 
fera agir^ ..^. ; ', i ï ' • : 

366. Ljaqglç.CorBié paç F^i^. ^c^Ç: la conplg /^«, et.i>§r la direction d^ 
la résfiUante /J.> M pour ço^ioua , ; , 

■ •' . 'A. X-F. 

Lorsque cet angle sera droit , le p|^n de la couple se trouvera parais 
Icle àta direttiwide ^^ et ce plan pourra, art. 86a, èfrè placSécle mrf-* 
nière k renfermer*/?; Les forbes de Jâ coUple se composei'oni', alors, avec 
/?, en une résultante unique, et comme la condition de rexistencé de. 
celte résultante est que le cosinus , dont je* viens do donner là valeur, 
soit égal' à zproï 0^ Tèippime par Pé^atioa 
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c^éit céïîè' qUi à été déjà* trouvée , art. 35^ ^ polir exprimer là même 
condition. 

'367. La partie de la.tiïfdrie des côûpîes, exposée dans les article» 
précédents , y a été çonsioeree comme unte conséquence de la théorie 
de réquilibre *d*ùh systérhe de fermé quelconque', démontrée depuis 
l'art. 342 jusqu'à Tart. 356 ; cette méthode a réuni les avantages dé faire 
faire aux élèves , en peu d^instants, une étude utile et de fixer .plus long- 
temps tëUi^ attention sur une Ôès parties lés plus importantes delà statî- 
que ; cependant toutes Tes propositions relatives aux couples peuvent se 
raétabhér immédiatement' aux premières notions surlac6m{>ôsi'tiôh'^âè9 
forces, et être ensuite employées, comme basés de raisonnement; dans 
là recherche dés vérités dont je les ai déduites comme corollaires; c'est 
là ce qu*a fait M'. Poinsot , dant sa. stdtiçue j et daiis lé niémojré cité 
art. ^[99 011' il a îé premier, présenté une théorie des couples j i^galêrrt^ht 
neuve et complète, avec' ses principales applîcati^^ 

De Téquilibre d'un système de foniie invariable y lorsqu'il y à , dans ce sys*^ 
téme y un point ou un axe fiice.' Pression du point et de Taxe fixe .' Farcies qnî 
peuyenf établir Péqailibre Icitl^d'il n'ekiniè pas. « : . 

■ 

868. Un système, ou un corps, de forme invariable, étant supposé 
avoir un point fixe, je puis, sans nuire à la gétiéralîté dés résultats, 
prendre ce point fixe pfour origine^ des coordonttéès ; continuihit d*ailleurs^ 
à me servir 'de^ la notation 'toiïvenuie art. 34i et 35î , ei'réduîsarit, par 
les décônipoisitiôns expliiquée^ art. 344, toutes les forcés appliques aux^ 
différents points dû système, ou* du corps , à des composantes qui agis- 
sent dans" les plans coordonnés, j'ai , dani ces plans', les r^-siiltantes 
B^j Rffj ^///> dont ort trouve, art. 35 i , les valeurs, dontiées par les 
équations (yf) ^ au -dessous* desquelles ^setfcWvent lés équations (iîj) des 
lignes dé dtrectîon de ces forces; ' 

Il faut, pour l'équilibre, art. 145 et 146, que chacune dès fbr<^è^ /f, ^ 
Rf,j Rff^y soit dirigée sur le poirit fîke du plan dans lequel elle agit j 
(ce point est, ici , le mfme pouf Tés trois pkiftsr, c*esr Torigine commune 
àt xyyçt^z) et- on' Âpiime^ctfte' cbrtldltioA, eh ^è^lahr à zéro le terme 
côhhttiht'dé VéqUatîcttf dë*la ligne dé direction de la résultante, rorigîne* 
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des coordonnées étant au point-fixe ; ainsi » l'équilibre du système, ou du 
cprps, de forme invariable « retenu par un point fuce, a }ieM lorsque les 
équations suivantes sont satisfaites 

-Ce spnt ïes trois équations lu) de l'art, â^ét, obtenues /ici , en égaTanC 
à zéro les termes , constants qes équations YB) de rart. 35 1. ... 

369. Les conditions de Téquilibne d'un corps, dans le cas d'xin po^nt 
fixe y sont donc communçs à ce cas et à celui du corps libre • elles consis- 
tent dans l'égalité à zéro de,Ia spmme des moments des forces, par rap- 
port à chaque axe coordonné, en particulier, énoncée p^r le^ trois éqiia- 
tioiJS^^^=o, /f = o, y = o; mais l'équililbre^ c|u corps libre, exige, de 
plus, que les sommes des composantes parallèles k chacun des axes coor- 
donnés soient nulles, ce qui donne comme on a vu art. 34^ » trois autresi 
équations X=o., F=o, Z = q, . ., , 

37o/.Lorsque les équations de l'équilibre de l'art. 368 ont lieu ps^r 
rapport à un système jle plans cooi^donnés , dont l'intersçction çofnmupe 
est au point fixe , des équations de même forme ont lieu par rapport à 
tout autre système de plans coordonnés qui se couperaient au niéme 
point : en eftet les sommes .des moments » sur les nouveaux axes , resr 
pectivement correspondantes S A, ft et f. ptant désijgnéeç par À,^ fi,j v,j 
on aurait, art. 171 , /^+>"* + y* = ^,*+/^/* + V.^ ^*o^ on conclurait, 
cocnme k l'art. 849 , ^, ==t o ,. fi, = o , v^ =;=, o. 

371. Enfin réquilibr/s, qpi j^t assort; par Jes équations de l'art. 368, . 
ne p/eut ayoir lieu qu'autant que ces éqqationç sont , toutes trois satisr . 
faitçs, car, ^il eo jetait autrement, les résultantes Rf, R^y /î,,^, ou une 
partie d'entr'elle^, ne passeraient pas par le point fixe, art. 145 et 146, 
et l'a^Ke coprdonné, perpendiculaire au plan sur lequel se trouverait une , 
dç ces forcées non dirigé/? sur le point fixe, étant supposé immobile», 
le corps prendrait nécessairement du mouveipent autour de cet axe, 
art. 336; l'équilibre <?xige dpnc,jirt. 338, quç B,j B„ et /î,>,^ soient . 
toutes dirigées sur le point fixe, ou que lejj équations i2 = o,/it=o, y=pO 
soient toutes tjrois satisfaites. 

37a. Pour déterminer la pressiqn qup supporte le point fixe , j'observe 
qiie les résultantes B, j R„ , /?/,/ ^ qui agissent dans les plaiis xj^ xz ,^5, 
et: doijt les valeurs sont données par les équation^, (vc/) de .l'art, 35i , 
él^nt, par hypothèse, dirigées sur l'origî;ie , ou le point fixe, les compo;. 

captes 
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santcs de ers forces, prises parallèle ment aux axes coordonnt-s, doivent 
agir dans les directions mêmes de ces axes. Or les plans xy et xù four- 
nissent, chanm, une de ces composantes, égale k^X, dans le sens des 
•T, la somme des deux Otant Xj et on trouvera, de même dans le sens 
deajï' el dans le sens des s, les forces rcsiiectives V et "L } la pression 
du point fixe sera donc ^ f^^» + i" + ^ , valeur delà résultante des 
forces X, Vf Z appliquées à ce point. 

Cette pression élaul dt'signée par U , la ligne, suivant laquelle elle 
se youvera dirigée, fera avec les axes des x ^y et - des angles dont les 

X Y 7i 

cosinus auront, art. 65, pour valeurs respectives, -yj- } ~rr }~4f • 

373. On voit , par ce qui précède , que loraqu'un système, ou un corps 
de forme invariable , retenu par un point fixe et sollicité par des forces 
quelconques, est en équilibre, la pression du point fixe est la ni6nie 
que si toutes les forces du système étaient immédiatement appliquées à 
ce point, parallèlement aux directions qu'elles ont sur leurs points ofTec- 
tifs d'application , et en Conservant leui-s sens d'action et leurs intensités. 

874. l\ me reste k compléter la théorie exposée dans les six articles pré- 
cédents , en déterminant, pour le cas où l'équilibre autour du point fixe 
n'existe pas, la force qui , suivant le sens d'action qu'on lui donnera, 
pourra , ou établir cet équilibre, ou remplacer les forces appliquées ?.u 
système. Je fais, d'abord, relativement 'a ces dernières forces, l'opéra- 
tion expliquée, art. 178 et 356, les nouvelles forces introduites dans le 
système étant appliquées au point fixe, qui est l'origine des x,j- et z j 
cette opération me donne une résultante générale lî^y^ X'-i- K'-f-Z'^ 
dont l'cfTort est détruit par le point fixe, et il ne s'agit plus que de trou- 
ver la résultante des couples qui restent dans le système ; ce problème 
est celui qui a été résolu, art. 365, où on a vu que, la couple résultante 
chercUéc étant repH^entée par le produit T'e, sa valeur et la direction de 
son axe se déterminaient par les équations 



- — - - . — ,• COS. S= -Çri- 

1 t Je 



} COS. y=^- 



fe = ]/^À*+fi' + v*; COS. a: 

cette couple existe donc dans un plan passant par l'origine, ou parle 
point fixe, et formant avec les x^ j- et ; des angles respectifs, dont les 
«jaWJOfiîi hi^ ii-t^* + »" i.« : /^■'+^_' +,?*.»/.- y'^'+Z^' + i'^-Oa 
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peut supposer qu'une des forces T'j qui la composent , est cônstan> - 
ment appliquée au point fixe, et, dans ce cas, on remplace toutes les 
forces du système , ou on leur feit équilibre à volonté , en appliquant 
à un point, pris arbitrairement dans le plan dont je viens de déterminer 
la position, une force J^j d'intensité pareillement arbitraire, agissant 

à une distance (À^+pi^ + y^)* : JT du point fixe; ou, si on se donne la dis- 
tance € de ce point fixe à la direction de la force T'j cette force doit 

I 

avoir, pourvaleur, (À^ + a^ + y^y : f. Si -Z^est destinée à établir Téquilibre, 
la pression qu'éprouvera le point fixe, lorsqu'on aura obtenu cet équi- 
libre , se déterminera par les formules de l'art. Sya , dans lesquelles on 
introduira la valeur de T et ses angles avec les axes. On peut ainsi 
profiter de ce qu'il y a d'arbitraire dans l'intensité ou la direction de 
/^j pour remplir certaines conditions relatives à la pression. 

Syb. Ocuppons nous maintenant des questions relatives à l'équilibre 
autour d'un axe fixe. Je suppose que cet axe est celui des z et, conser- 
vant la notation adoptée depuis l'art. 368, je commence par remplacer, 
comme aux art. 844 et 368, toutes les forces appliquées au système par 
des forces agissant dans les plans coordonnés , parallèlement aux axes que 
renferment ces plans , sur lesquels j'ai les trois composantes /?,, /?„, A,,, , 
dont les équations de l'art. 35 1 , donnent les valeurs et les directions. 

L'axe des z étant l'axe fixe, les efforts des résultantes /?„ et /î,„ sont 
annuités par la résistance de cet axe , et il ne reste plus que la force B^^ 
dans le plan .tj'j qui puisse mettre le système en mouvement ; les con- 
ditions de l'équilibre se réduisent donc à énoncer que cette force B, 
est dirigée sur l'axe, ou que le terme constant de la première des équa- 
tions (B) , art. 35 1, est égal a zéro, ce qui donne pour équation unique 

d'équilibre. 

y = 

laquelle exprime que la somme des moments des forces , pris par rap- 
port à Taxe fixe, doit être nulle. 

876. Lorsque celte équation a lieu , l'équilibre est assuré, et il est 
évident que, si elle n'était pas satisfaite, la force B, qui, alors, ne se- 
rait plus dirigée sur Taxe fixe, ferait nécessairement tourner le système, 
ou le corps, autour de cet axe. 

Ainsi , des six équations qui doivent être satisfaites pour l'équilibre 
d'un système ou d'un corps libre , trois suffisent si on rend un point 
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fixe dans ce système , et il n'en faut qu'une dans le cas d'un axe fixe. 

377. En traitant de la pression de l'axe fixe , je supposerai que cet axe 
est retenu à deux points seulement; je placerai l'un de ces points k l'ori- 
gine des coordonnées, l'autre à une distance c de cette origine, et la re- 
cherche de leurs pressions conduira à des résultats , qui auront toute la 
généralité que peut comporter une question de cette nature. 

Pour arriver promptement et facilement à ces résultats , je considère 
l'axe de rotation comme libre ^ et je me propose de mettre le système 
en équilibre, au moyen de trois forces, désignées par N ,, ZV„^ ^itn ^^ 
première appliquée à l'origine des coordonnées, dans le plan xj^ faisant 
un angle t,^, avec l'axe des x } la deuxième, appliquée à l'autre extrémité 
de c perpendiculairement à c^ ou à «^ et faisant un angle t/',, avec le 
plan xzy ou avec l'axe des x^ la troisième enfin agissant dans la direc- 
tion de l'axe c ou z. Les conditions d'équilibre entre ces forces et celles 
dont le système éprouve déjà l'action donnent, art. 846, les équationg 

iV, COS. '\}/f -h Nff COS. •4fff=^X 
N, sin. i^, + N„ sin. ^„ = F 

(m) ........ ^ ivr,,, = z 

ciV,,cos.\^,,=^ 
ciV,,sin.T^,,=>? 

on a par hypothèse, art. 875, une 6« équation y=o. La quatrième et 
Ja cinquième équation donnent 

tang. \P„ = 



«t en substituant , dans la i'* et la a« , les valeurs -^et — de N„cos.\p,i 

ce 

et iV,, sin. \f/„ j tirées de ces mêmes 4'' et 5« équations , on a , 

W :..^ ' 

cX — fi 
enfin la troisième équation donne 
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Telles sont les intensités et les directions des trois forces qui tiendraient 
l'axe immobile s'il n'étoit pas retenu aux extrémités de c^ et qui en 
général fourniraient les cinq équations à ajouter à l'équation y =0» pour 
tenir en équilibre le corps supposé libre. Ces forces représentent donc 
les pressions que l'axe éprouve lorsqu'il est fixé ; les deux premières lui 
sont perpendiculaires^ aux deux points par lesquels on le suppose retenu , 
la troisième est reflfort qui s'oppose à son mouvement dans le sens de 
sa longueur. 

378. Les deux pressions normales ne sont pas en général, dirigées dans 
le môme plan ; ce cas particulier a lieu, lorsque les angles i/^' et 1^^^ sont 
égaux entr'eux y ce qui donne l'équation de condition 

à laquelle on parvient en égalant les valeurs de tang. \t, et tang. yj/f, . 

879. Toutes les composantes Pcos.y étant supposées nulles et l'équi- 
libre, autour de Taxe fixe, ayant toujours lieu, le système ne sera plus 
sollicité que par des forces agissant dans des plans perpendiculaires k 
l'axe des 2 ou à l'axe fixe, et on aura 

>î = i;(P5Cos. if)^ 
^= — 2^(Pscos. a)^ 

les quatrième et cinquième équations (772) de l'artr 877 deviendront 

c N,,s\n.^p,, — Z(P2Cos. ^) = a 

ces deux équations, les deux premières de l'article cité, et , par consé- 
quent les valeurs de JV, et iV„^ sont les mêmes qu'on obtiendrait si toutes 
les forces Pcos.it^ dont se compose X^ et toutes les forces Pcos. ^dont 
se compose Yj (l'angle ^est, dans le cas actuel, complément de l^angle 
a) agissaient, respectivement, dans le plan xz et dans le plan^2^ aux 
nnèmcs distances 5^ du plan xj'^ auxquelles se trouvent, par rapport 
à ce plan, les directions des forces P^ qui sont supposées lui être paraV-- 
lèles. 

On conclut de là que, lorsque des forces dirigées dans des plans per-- 
pcndiculaires à un axe fixe, sont en équilibre autour de cet axe, elle»' 
lui font éprouver les mêmes pressions que si elles lui étaient immédia-^ 
tement appliquées, chacune dans le plan normal à cet axe où elU as* 
direction^ 
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380. Si les forces en équilibre autour de l'axe fixe, dans des plans 
perpendiculaires à cet axe, sont des couples j on aura 

2{Pz cos.a)=oj S{Pz cos. ^)=:o^ 

(observez qu'à un même Zj correspondent, par tout, deux composantes^ 
P cos. a ^ ou -P COS. ^^ égales et de signes contraires) et , j^r conséquenty 
N, = o et N„-=Q. Les pressions sur l'axe seront donc nulles dans ce 
cas ; cette proposition peut se déduire de la propriété, démontrée art* 
36o, des couples qui ont un même axe ; leurs plans peuvent couper cet 
axe commun , en des points quelconques, sans que leurs effets soient chan'* 
gés ; mettant, d'après cette propriété, toutes les couples dans un même 
plan, on leur appliquera, alors, le théorème de l'art. 246, où on a vu 
que des couples en équilibre, dans un plan, ne font d'effort sur aucun 
point de ce plan. 

38 1. Dans le cas contraire à celui des deux articles précédente^ 
c'est-à-dire , lorsque les forces parallèles à l'axe immobile de rotatioi» 
sont les seules appliquées au système, on a 

x=oj r=o 

S(Pzcos.a) = oj 2(Pzcos.^) = o 
/ = — S{Pj^cos.y)j /!i = Z(Pxcos.y) 

les quantités N, et N,,^ deviennent égales entr'elles, ainsi que les va-r 
leurs angulaires \p,j \f^,,j les pressions s'exercent alors dans un même 
plan, et on peut remarquer que l'équation de condition ÀX — fiK:=sOj 
de l'art. SyB, se trouve satisfaite puisqu'on a X=o et -^=0. 

Ainsi les forces parallèles à l'axe immobile, étant supposées réduites 
à une seule, désignée par ITj qui agirait à une distance ^ de l'axe de 
rotation , les pressions N, et 7V„ seraient toutes deux dirigées dans le plan 
qui renfermerait l'axe de rotation et la direction de Hj et on aurait, 
d'après les 4* et i^* équation (m), i\e l'art. 377, 

N = ^ ^ • TV — TV 

Telle est la forme des équations particulières fournies par l'une quef- 
conque des forces parallèles à l'axe immobile de rotation, laquelle lui 
fait éprouver, à l'origine et à l'extrémité de c^ des pressions normales. 
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exercées, en sens contraires, dans le plan qui renferme l'axe et la direc- 
tion de la force, et égales, chacune, au produit decette force par le 
rapport entre la distance de son point d'application à l'axe de rotation et 
la longueur de cet axe. 

382. Lorsque les forces qui agissent autour de Taxe fixe, ne se font 
pas équilibre, on peut, ou les remplacer, quant à leur énergie pour 
foire tourner le système autour de Taxe fixe, ou établir l'équilibre, dans 
ce système , avec une force unique; la seule condition à remplir, dans 
ce cas, consiste dans l'égalité du moment de cette force, par rapport 
à Taxe fixe, à la somme des moments de toutes les forces qu'elle doit 
remplacer, ou auxquelles elle doit faire équilibre ; c'est une conséquence 
évidente de ce qui est démontré, précédemment, art. SyS. et suivants. 

Si la force unique, dont je parle, est employée à établir l'équilibre 
dans le système, on calculera la pression de l'axe, après l'équilibre établi, 
en introduisant dans les équations de l'art. 877, les valeurs dues à cette 
nouvelle force, qui permettent des déterminations arbitraires, dont on 
peut profiter, pour remplir certaines conditions. 



Fin de la deuxième section. 



« 



SECTION III. 



DE L' ÉQUILIBRE DES FORCES 



APPLIQUÉES 



A UN SYSTEME DE POINTS 



DONT 



LA FORME EST VARIABLE. 



PRINCIPE GENERAL 



DU L' ÉQUILIBRE. 



Observations générales. 

383. Li A théorie de l'équilibre et de la composition des forces appli- 
quées aux systèmes de forme invariable , a pu être présentée d'une ma- 
nière complète, dans la deuxième section de ce traité, et cet avantage 
tient au mode de liaison qui existe entre leurs parties. Les systèmes de 
forme variable, assujettis a des conditions particulières à chacun d'eux, 
auxquelles il est indispensable d'avoir égard , dans la recherche des condi- 
tions de leur équilibre, n'offrent pas, à beaucoup près , la même simpli- 
cité et la même facilité dans l'analyse des questions qui les concernent; 
on y trouve un champ, sans bornes, ouvert à la méditation et a l'étude, 
et des problêmes à résoudre, qui ont exercé les plus grands géomètres. 

384. Cependant les théorèmes démontrés, dans la section précédente, 
sur l'équilibre des systèmes de forme invariable à deux et a trois di- 
mensions > sont encore applicables aux systèmes de nature quelconque ; 
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pour s'en coftvalncre, il suffît d'observer que lorsqu'un système est en 
équilibre, quelques soient les conditions de la liaison de ses parties et 
les mouvements , tant absolus que relatifs , que peuvent prendre les 
points matériels qui le composent, l'équilibre doit encore subsister, si 
les distances respectives entre ces points deviennent invariables. On a 
donc, dans tous les cas, entre des forces en équilibre, des équations 
absolument indépendantes du mode de transmission de leurs actions, 
qui sont les équations de l'art. 846, lorsque le système est liâre.' Mais 
il peut se faire et il arrive , en effet , que certaines combinaisons de 
forces qui seraient en équilibre sur un système de forme invariable, ne 
pourraient pas l'être sur un système, égal et semblable, de forme va- 
riable , parce qu'elles dénatureraient cette forme en violant les conditions 
auxquelles elle est assujettie, et l'application des équations d'équilibre 
de l'art. 846, ne doit porter que sur les combinaisons de forces compa- 
tibles avec la nature de ce dernier système. 

Je parlerai bientôt d'un principe général d'équilibre applicable sans 
exception, à toutes les espèce de systèmes; je ferai voir, en même temps, 
l'usage indispensable qu'il faut faire, en se servant de ce principe, des 
équations de condition au moyen des quelles on introduit, dans l'ana- 
lyse , le mode de liaison des parties du système. 

385. Puisque les forces appliquées k un système libre, dont les change- 
ments de forme sont assujettis k des lois quelconques, doivent, lors- 
qu'elles sont en équilibre, satisfaire aux six équations de l'art. 846 , 
l'observation de l'art. 800, qui d'abord, n'était applicable qu'a un sys- 
tème de forme invariable , devient applicable sans exception, k tous les 
modes possibles de transmission des actions des forces; on peut donc 
donner, comme proposition généralement vraie, que des forces en équi- 
libre sur un système libre de forme et de nature quelconque, seraient 
encore en équilibre, si conservant leurs intensités, leurs sens d'actions, 
et les angles qu'elles font avec les axes coordonnés, on les -appliquait, 
toutes, k un même point pris arbitrairement dans l'espace. 

Le poligone et la courbe funiculaires, vont me fournir des exemples 
de l'application des principes généraux de l'équilibre aux systèmes de 
forme variable, également intéressants, comme exercices d'analyse, et 
utiles parles résultats auxquels ils conduisent et dpnt la mécanique pra- 
tique peut tirer un parti avantageux. 

Définition 
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Définition du ijBiême funiculaire. Réflexions générales sur Pécpiilibre des forces 
qu'on peut y appliquer. Equations de condition de ce système. 

386. Un système funiculaire est un assemblage de fils, ou cordons; 
que je supposerai , dans les recherches qui font Tobjet de cette troisième 
section, parfaitement flexibles et inextensibles. Ces cordons tiennent les 
uns aux autres , soit par des nœuds qui sont fixes sur les longueurs de 
quelques uns d'entr'eux, soit par des anneaux j qui peuvent couler, et 
au moyen desquels les points des cordons , auxquels ces anneaux sont 
attachés, peuvent répondre à différents points des longueurs de ceux qui 
les traversent. 

Ce système est , ou liire , ou retenu par un ou plusieurs points , soit 
à d'autres points immobiles, soit à un autre système. 

387. Lorsque des forces, d'intensités et directions quelconques, sont 
en équilibre sur un système funiculaire, chacun des cordons k l'extrémité 
duquel une force est appliquée, et qui ne tient au système que par son 
autre extrémité , a une direction commune avec celle de cette force , 
dont l'intensité est représentée par la tension du cordon qui transmet 
son action au système. 

388. Le système en équilibre étant supposé libre et composé de ma- 
nière qu'il n'offre, nulle part, de polygone fermé, rien n'est plus aisé 
que de vérifier, sur des formes variées à volonté, le théorème général 
de l'art. 385, et de ramener, dans la direction de l'un quelconque des 
cordons, les actions de toutes les forces appliquées au système. On trou- 
vera, sur cette direction, deux groupes de composantes, l'un formé de 
forces qui tirent dans un sens, et l'autre, de forces qui tirent dans le sens 
directement opposé, les deux groupes ayant des résultantes égales, ainsi 
la tension du cordon aura, pour valeur, la sommç des produits, de 
même signe, obtenus en multipliant chaque force pour Ip cosinus de 
l'angle que fait sa direction avec celle de ce cordon. 

389. S'il existe, dans le système funiculaire, des assemblages de cor- 
dons qui forment des polygones fermés, il pourra se faire que quelques- Fig, i5 
uns de ces cordons ne soient pas tendus ; soient, par exemple, les cordons 

OA ^ OBj OC assemblés en O^ par un nœud, et tirés par des forces 
P y Qj R dont chacune soit, en intensité et en direction, la résultante 
des deux autres , les cordon^ ABj BCj^ CA n'éprouveront aucime tea^. 
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sion^ et, mémey s'ils étalent lâches, il n'y aurait rien de changé Jan$ 
les actions réciproques des forces ; ces cordons , et tous ceux qui se 
trouveront dans le même cas, n'étant pas des moyens de transmission des 
actions des forces, doivent être,, quaot aux con6id4^ratioQS d'éc|ulUlKe, 
censés étrangers aux systèmes funiculaires auxquels ils sont attachés, 

390. Un cordon qui traverse un anneau et dont les directions » de part 
et d'autre de cet anneau > forment un angle, a des tensions égales sur 
chacune de ces directions; il faut supposer que la pression du cordon, 
sur l'anneau, ne produit aucun frottement, et il est manifeste, dès-lors, 
que tout effort, qui s'exerce dans le sens de la longueur d'une des par- 
ties de ce cordon, doit se transmettre , sans altération, à l'autre partie. 

Quajat aux portions de cordons qui ^at séparées par des nœuds, fixes 
sur les longueurs de ces cordons et supportant des efibrts, elles peuvent 
avoir et ont, en général, des tensions différentes. 

391. Les équations de conditions du système funiculaire sont aisée» 
à poser d'après ce qui précède; tout cordon qui n'éprouve pas une cer- 
taine tension , ou qui est lâche , peut être censé étranger au système ^ 
et cetix qui éprouvent des tensions, et qui sont, par conséquent, de» 
moyens de transmission des actions des forces , étant inextensibles, la 
distance entre deux nœuds, d'un même cordon, auxquels des forces sont 
supposées appliquées, est invariable; on a donc, entre deux quelconques 
de ces nœuds consécutifs^ dont les coordonnées respectives sont ^jf^j ^J 

\(x—x,)^ + (j—jr,y + (z—z,y\'^=constSinte . . . . . (i> 

quant aux cordons qui , entre deux nœuds supportant des efforts, tra- 
versent un ou plusieurs anneaux , sollicités par des forces, la distance d'uir 
anneau aux nœuds , et d'un anneau à l'autre, est variable , mais la somme 
des distances entre les deux nœuds est constante , ainsi les coordonnées des 
nœuds étant les mêmes que précédemment, on a, en désignant celles des an- 
neaux, dont le nombre est supposé =7î^ par x' ^^ ^ z' j x" ^y*^ z" j etc^ 

+ \ ^a/-x"YHy-y'Y^(^z'-z"y \^ 1,= constante ...(«> 
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Il y aura , pour diac^ue longueur de cordon, comprise entre deux nœuds, 
tine équation de la fornie ( i), ou une équation de la forme (^) , ces 
formes sont les mêmes que celles des équations de l'art. 117, qui se 
rapportent au système dont tous les points gardent, entr'eux, des distan- 
ces invariables , mais ce système a autant d'équations pareilles qu'on 
peut mener de lignes entre ses points pris deux-à-deux, au lieu que, 
<lans le système funiculaire , il n'y en a qu'une pour chaque longueur 
prise sur un même cordon et terminée par des mstids; cette circonstance 
exclut une infinité de combinaisons de forces, qui seraient en équilibre 
sur le premier système, et qui ne peuvent pas être appliquées au second. 

Conditions de réquillbrè d'un polygone fnniculaire sotunis à Paction de plusieurs 
forces dont les directions sont dans des plans différents. 

39a. Je commence par le cas le plus général de l'équilibre du poly- 
gone funiculaire, vu que ce cas Ti'ofFre pas plus de difficulté que celui 
au polygone dont tous les côtés sont dans le même plan. Concevons , 
dans l'espace , une ligne matérieUè , parfaitement flexible et inexten- 
sible , « des puissances P, j P„ etc. , d'intensités et directions quel- 
conques, appliquées aux exti*émités et à plusieurs autres points de cette 
ligne. Ces puissances étattt supposées en équilibre, la ligne matérielle, 
ou le cordon, doit, en général, être une ligne brisée j formée de plusieurs 
parties droites, faisant, éntr'eHes, des angles aux sommets desquels se 
trouvent les points d'applications des puissances; ces parties droites sont 
^s cotés du polygone funiculaire. 

398. Il est évident que les directions des côtés extrêmes de ce polygone , 
«ont les mêmes que les directicrtis des puissances appliquées à ses points 
jex'trèmes, et que les tensrotis de ces côtés , sont égales aux intensités des 
puissances qui les tiennent tendus. La direction et la tension de chacun 
ides autres côtés, ont des valeurs, qui dépendent des actions combinées 
ides forcés , et dont la détermination va être un de nos objets de re - 
cherche. 

* 894. Le polygone étant supposé ouvert, je désignerai parle nom de 
i^^ côiéj un de ses côtes extrêmes, le côté conligu k celui-là, stra le 
^^ côtéj le côté contigu au 2^ sera le 3« calé, et ainsi de suite; de plus 
j'apjiellerai i^r point , l'origine corfimune du polygone et du i" côléf 
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fi«, 3*, 4® etc. poinl, respectivement, les points de réunion du i«' e£ dw 
ja», du 2® et du 3* , ou 3« et du 4« etc. côtés. Ces points de différents n***. 
que je suppose être fixes sur la longueur du cordon , sont les sommets des 
angles du polygone et les points d'applications des forces. 

P, ^ P,,^ etc. sont les puissances appliquées au i*', a*, etc. point; et 
chacune d'elles fait , avec les axes des x^ des jr et des Zj des angles 
respectifs a^ Hfj y^ portant le même n^. d'accentuation que la puissance 
il laquelle ils se rapportent. 

Pareillement, un côté quelconque du polygone fait, avec les axes des 
x^j'etz^ des angles respectifs aj b ^c^ portant, aussi, le même n®. 
d'accentuation que le côté auquel il se rapportent. 

Enfin /^, /,,, /„,, etc. représentent les tensions du i«', a«, 3«, etc.- 
côté. 

SpS. Pour obtenir, maintenant, d'une manière simple et directe, les 
équations qui, lorsque le système est en équilibre, expriment les rela- 
tions entre les quantités P^a,^, y,tf,^,c,/, de différents accents » 
j'observe que la tension du côté, n<>. m^ celle du côté n®. i» + i, et la 
puissance, no./7z+ i , appliquée au point de réunion de ces deux côtés, 
doivent satisfaire, particulièrement, aux conditions d'équilibre entre 
trois forces ; en effet la tension du côté n®» m , résulte des actions combi- 
nées des forces n^^. m^ m — i j m — a etc. et représente ces actions, 
de manière que si on supprime les forces, n<^*. I , a, . . . /rr, en conservant 
au côté n^. m, sa tension et sa direction, il y aura toujours équilibre suf 
le point n°. /w + I ; on prouvera, par un raisonnement semblable, que le 
même équilibre subsisterait en supprimant les forces n®*. m + s,, iw + 3, 
etc. et laissant, au côté m + i^ ssl tension et sa direction; en résumé, 
les actions, sur le point n®. »î + i , provenant de la force n^,m + i, et 
des tensions des côtés n®'» m et m + i représentent exactement les 
actions qu'exerceraient , sur le même point, toutes les forces du système^ 
si on les appliquait immédiatement à ce point, avec les conditions énon>> 
cées art. 178 et 356, et on sait art. 385 qu'elles y seraient en équilibre-;, 
donc , etc. 

396. On déduit immédiatement de ce qui précède, les équations- suc- 
cessives 

P, COS. a, = tf COS. a^ 

Point N*» I ^ P, COS. ^ = /, COS. b^ 

F i COS. y^ = /^ COS. c^ 
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!/, COS. a, + P,, COS. a,, = /„ cos. «,, . 
/, COS. b, + P ff COS. ^ff = /„ COS. bf, 
if COS. c, + JP„ COS. y„ = ^,, cos. c,, 

Î^(m-i) COS. /Z (m-i) + P (m) COS. «(„!) = / (m) COS. /7 (m) 
^(m-i) COS. b (m-i) + P (m) COS. ^(m) = / (m) COS. b (m) 
/ (m-i) COS. 6' (m^i) + P (m) COS. / (m) = / (m) COS. C (m) 

Î/(n) COS. a (n) + -P (114-1) COS. a(n + i)=0 
/(n)COS. A (n) + -P(n+i) COS. ^(n^. i) = O 
/ (n) COS. C („) + P (n + i) COS. )' (n.f i) = O 

le nombre des côtés est supposé = n et il y a, par conséquent , utt 
nombre de points =n + i , auxquels les forces sont appliquées. Les 
trois équations, qui répondent à une même accolade, expriment les con- 
ditions de l'équilibre, sur un mùine point j entre les tensions des deux 
côtés qui y aboutissent et la force qui y est appliquée ; ces trois équa- 
tions représentent celles de l'art. 72. 

897. Lorsque la forme et la position du polygone funiculaire sont 
données , et que , par conséquent , on connaît les angles a, j b, ^ c, ^ 
ttff y bf, ^ Cff j etc. , les équations de l'art, précédent fixent, immédiate* 
ment, les relations qui doivent exister entre les tensions des côtés , les 
intensités et les directions des forces, dans le cas de l'équilibre. Ces rela- 
tions permettent de déterminer, arbitrairement, une partie des quantités 
inconnues; ainsi, par exemple, on peut s^imposcr la condition défaire 
éprouver, à chaque côté, une certaine tension; alors l'intepsité et la 
direction de la puissance P(m) , ci appliquer au sommet de l'angle connu, 
que j'appelle Û^ formé par les côtés n°*. m — 1 et m^ se déduiront des 
équations 

P(m) = { /^(m) — i /(m) /(m - 1) COS. ^ -f- /*(m - 1) } * 
cos. ûr(ni) = [/(nij cos. /î(in) — /(m— i) COS. «(m— i)] : ^(m) 

cos. iTçxn) = [ /(m) COS. A(ni) /(m — ijCOS. ^(m — i)]: P(m) 

cos. y (m) = [ /(m) COS. ^(m) — /(m- 1) COS. f (m- i) ] ' P(m) 

lesquelles se déduisent elles mêmes, fort aisément, de celles que j'ai 
placées vis-à-vis l'accolade n®. m^ combinées avec le théorème de l'arf. 
:29 , et un autre théorème de trigonométrie que j'ai déjà employé plu- 
sieurs fois, et qui donne le cosinus de l'angle de deux lignes, dirigées 



§74 STATIQUEÉLÉMENTAlhE. 

dans l'espace , en fonction des cosinus des angles qu'elles font, avec les 
axes coordonnés ; la forme de la valeur de P<m) ^tait déjà trouvée, art. 5 1 . 

398. Si on s'impose la condition d'appliquer, aux angles du polygone 
donné, des forces d'intensités déterminées, il restera à trouver lesdirec» 
tions de ces forces , et les tensions résultantes de leurs actions. Les cal- 
culs de ces qtiantités pourront se faire, en commençant par le i"' côté, 
et passant sucessivement, au 2«, au 3*, etc.On a, pour le i«» côté, /,=P,, 
a,=iafy fîf^zh^j y^^=iCf ; ces valeurs étant substituées dans les équa-p 
tions placées vis-à-vis la ^i^ accolade, et auxquelles il faut réunir la rela*^ 
tion COS.* (Z,, -I- COS.* S,, + cos.* y,, = i ^ on aura f,,^ a^^ t!,/ y y,, y et 
ces dernières valeurs substituées, à leur tour, dans les équations qui ré*!- 
pondraient \\ l'accolade n^. 3, feraient connaître /,„j a,,,^ ^ni^ yim ^^ 
'^însi de suite. 

399. On pourra s'aider, dans l'analyse de quelques cas qu'on se pro* 
poserait à résoudre, des formules suivantes déduites des équations de 
l'art. 396 ; je multiplie chacune de ces équations par le cosinus de l'angle 
qui entre dans son deuxième membre , et je fais une somme dés équations 
produits répondant à chaque accolade; nommant 0,, Û,, ^ û,,, y etc. les 
angles respectifs formé, par le i«' et le i« côté, le a^ et le 3^ côté, fe 
3® et le 4«, etc. ; et désignant en général par ^(hi) l'angle formé par la 
direction de la force n®. m et par le côté du polygone de même numéro , 
les sommes dont je viens de parler fournissent les équations successives 
P, = /, ) tj COS. 0, 4- P,, ^«s. ^„ = /„ s /„ COS. 9f, 4- P,„ COS. i^,„ = /,„ etc, 
aisées à démontrer par des considérations directes. 

400. Si ort suppose que les forces sont données en intensités et direc- 
tions, et qu'on cherche la forme et la position que le polygone doit avoir 
pour l'équilibre, on obtient, avec facilité, des formules pour calculer, 
îmmédiatemant , la position et la tension d'un côté quelconqûie, en 
éliminant, successivement, des équations de l'art. 396, les termes de la 
foi'me t COS. <?, / cos. h ^ tcos.c qui entrent dans les premiers membres 
de ces équations, de manière que chacune d'elles ne renferme d'autre 
terme de cette forme, que celui de son second membre. Je désigne, en 
général , par Z(m) ( P cos. a) y S (m) ( P cos. ^) y S (m) ( P côs.y) les 
sommes P, cos. <z, 4- P,, cos. a., + etc. y P, cos. ff, + P ,, cos. ^„ 4- etc. 
P, cos. y, 4- P,/ cos. y,, -J- etc. comprenant tous les termes accentués 
depuis et y compris le ternie n^. 1 , jusqu'au terme n^. m ^ irplu^'vc» 
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ment, et j*ai , par les éliminations successives dont Je viens de parler| 
fai^s sur lç$ équ^itions de. Part. 896. 



£, (P COS. a) = /, C06. a. 



E„{P^CG^. ûf)=c /„€os n„ Sf,{Pcos S ) =/„coSi^,/ 



5?,(^co9. ^) = /,cos.A/ S,(P co^.y)^^ if cos.c, 



2',/P cos )^ ) = /„ cos c 



// 



-5(m){-Pc.a)=/(a)C.tf(m) 



^(m)(i^C.#)=/(m)C. ^(m) 



2!(m){Pc. y)=/(m)C. C(m^ 



Z(u) (Pc. a)=/(a) C. tf (D) 

2'(û|.i)(Pcos.a=^o 



-S(n) ( Pc. ^) = / C. <^(«) ^"(u) (Pc y) = /(n) C. C(nJ 
-5(11+0 (P ^^^' ^) = O -^(n+i) ( P COS. y ) == O 

401. Les trois dernières équations , dans lesquelles ^(n^i), équivaut 
au signe S qui s'applique à la totalité des forces du système , répondent 
aux équations (a) de l'art. 846 ; elles seraient les seules de leur espèce, 
dans un système de forme mv^rtôble , mais comme ^ par la nature 
particulière du système dont nous nous occupons, il y a. une infinité de 
combinaisons de forces qui ne kii seraient pas applicables, quoiqu'elles 
satisfissent aux équations (a) de l'art. cité,Ml faut, à ces équations, 
en réunir d'autres qui établissent les relations propres à caractériseriez 
combinaisons de forces compatibles avec la nature du système. 

402. Les intensités et les directions des forces étant données, la ài-* 
rection et la tension d'un côté quelconque du polygone funiculaire se 
calculent immédiatement par les trois équations de l'art. 400, qui oc- 
cupent la ligne horizontale de même numéro que ce côté ; le calcul est 
exactement le même que celui par lequel, art. 65, on obtient P^ a^ if 
et y en fonctions àe x j jr et z, 

408. Toutes les déterminations , relatives au polygone funiculaire,' 
obtenues depuis l'art. 892, ne portant que sur les tensions et les direc- 
tions des côtés, les intensités et les directions des forces, laissent entière- 
ment indéterminée la longueur de chaque côté de ce polygone ; ainsi 
lorsqu'en se donnant sa forme, sa grandeur et sa position, on a cherché, 
art. 897 , les intensités et les directions des forces a appliquer à chacun 
de ses angles, pour le teijir en équilibre en conservant cette forme, les 
mêmes valeurs qui remplissaient ces conditions, pour le polygone donné, 
les auroient encore remplies, en faisant varier, arbitrairement, les lon- 
gueurs des côtés, pourvu que ces côtés fussent restés toujours également 
tendus, et parallèles à des lignes fixes dans l'espace. 

Pareillement lorsqu'on a résolu le problème inverse, en prenant, pour 
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données^ Jes grandeurs et les directions des forcée, léô orateurs des ten- 
sions et des directions de côtés fournies par la solution, pouvaient s'ap- 
pliquera une infinité de polygones composés d'un même nombre de côtés, 
çt ayant tous leurs çôtéç, de mêmes numéros, parallèles à des lignes fixes 
dans l'espace. 

404. Lorsque les longueurs des côtés du polygone funiculaire» prises 
arbitrairement, ou considérées comme données du problême, sont intro- 
duites dans l'analyse^ona, dansle cas de l'art. 400, des équations pour 
calculer les coordonnées des points d'application des puissances (ou des 
sommets des angles) au moyen desquelles on peut construire les projec- 
tions orthogonales de la trace du polygone, sur les plans coordonnés. 

Soient À,j À,,j ^,„^ etc. les longueurs respectives des côtés n**. i , 

2,3, etc. les projections de chacun de ces côtés, sur les.axçs, descp^j^ 

et z ^ seront 

À, cos. a, j /î, COS. ^, j À, COS. y, 

Xff COS. a If J Xff COS. bff J Xff COS. y,, 

etc. etc. etc. 

Ainsi nommant a: (m) > jK(m) , ^(iii) les coordonnées du point n®. m, les 
valeurs de ces coordonnées sont, en désignant par Pfj ^/^ ^/^ les coor- 
données du point n®. i , respectivement parallèles aux x ^y et z 

^(m) = 2;(ni - ,) ( ^ COS. iZ ) + ^, r Qb.crvez que le point , 
y/ni)==2^(m — I) {^ COS. b^+Gf < n**.m, se trouve à Peztré- 
y / ^ r^^a ^\i^ / mité du côté u** m — i, 

2(in) = -^(m— I) V'^^ COS. r )4"^/ ^ 

(voyez, pour la notation les art. 894 et 400) les valeurs des quantités 
À COS. a y ). cos.i^, X cos, c sont connues lorsqu'on a calculé les valeurs 
de COS. tf , cos. Z^ et co$. c, par les équations de l'art. 400. 

405. Les i3 articles précédents renferment fout ce qui est nécessaire 
pour la solution des problèmes relatifs à l'équilibre des polygones funi- 
culaires libres y sollicités par des puissances appliquées k des noeuds fixes 
sur ce polygone; cependant je crois qu'il sera utile de faire voir com- 
ment on peut substituer aux équations de l'art, 896 d'autres équations , 
qui ne renferment pas les tensions, et au moyen desquelles ont puisse 
construire le polygone lorsque les forces qui doivent être en équilibre 
sont données; l'analyse que je vais présenter rendra très -sensible l'in- 
fluence qu'ont, sur l'équilibre, les conditions auxquelles le système de 

forme variable est assujetti. 

Soient 
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Soient À,j À„jf i,^f, les lon^^egre connue» de trois câtés cons^tifs 
quelconques du polygone, et /;, 1,,^ />,, leurs tensions respectives; je 
désigne par o^i^,y,r*fj^^ cpordonnées de Torigine de X,^ par a:,,, 
jr„9 ^ff» celles de son point.de réunion avec ^/nP^^ff/rJ^nn -*///> c^Ues 
du point de réunion de ^,,, et vl,,,, enfin par ^nn^yêm^ fnrf » c^ll^ ^^ 
l'extrémité de Àf,,j î'appeÛe P,,^ et ]?„,;,' respectivement, les | forces 
appliquées aux points dont les coordonpé3 sont x,^ ,^„ , «,, ; x,,, , jr,^, , «,f/ ; 
enfin les angles respectifs formés par les directions de P„ et Z^,„ ^ avec 
Içs a^xf» coordonnés, sont a,, ^ tf,,,y^,^v<?t,;^^^,^^y,^^^ .^'ip-\<\- ' 
, Observant que les cosinus des angles; £brmés par le c^t^ y^^ ;^ . avQC (ési 

■•j • .«la?,,-»— 0?/ ^tt^^Tt ^n^^^f i'-' -^ -1 * 

axes des a?^ j- er Zy sont -^^ — ^ ^ ■ \ "^ ^ *■■ . ^ qu'on a des 

/, /, /, 

' - " . . ■ • 

expressions pareilles pour les deux autres c6tés , et fubstituant ces \\^ 
leurs dans deux des groupes consécutifs, liés par des accolades, des équa- 
tions de l'art. 396, le r^ultat de lâ substitution' doniie les six équatipns 



a?.— q? 



,_2ifi 



— . *, T * // COS. Off-^^ r-r-rr ^,, Ç 



Z 



tf 



(«) 



• f • 



-j-^ ^, + Pff COS. y„— •-^îLj .„^^ 



... 

A# = o 



^ 



a?. 



■5 v/ + '^w ^^* »/^/' 3 v// — o 

t 

3 v/ ^ ^w ^'^ <'/f/ '^ — r . ' ' ^/// — 9. 



7/ 



7// 



:z/^ 






• I 



rftt.'w =9 . 



pour obtenir des équations délivrées des tensions i,, t„j /,„> on éli; 
minera, d'abord -^ entre 1^ 4:® ejt la A^i et -li^efitne |^ 4« ^f U.5p^ 






./ 



I .i 



ensuite -^ entre les deux équaiiotis résultantes de ces deux -élimina* 



7/ 



tions, et faisant ensuite les mêmes opérations sur les 1^1 3^» 5^ et 6«j on 
#|ira judtérieure^xe^t )es deuz^^uatioifS 
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» I luriii co..g„-co.. in^ y'"^'" ^yiî£^!JL\ 



(O- 



o 



L'application âec;e6é<)uatidii8 cocnciifhcast ahi'A*.-ô5té et se terminant 
à i'avdnt - dernier ^6^ en a a (^ — ^ » p<Hir TiétMdM entièi^ du système , /s 
éta^t le nombre des^^tés ; ona, {umr le T^'<rôté les équations particulières 



1 i 



■^iii ^cos. a! — COS. ir = a 

(^ :! "r^' 

—i '— COS. fl!. — oosi. y = O 

ç„o,,r,yX^^y ,^,^it y€. >p>i , étant , rr^peeti ycmeift r le» coordonnées de- 
Torigine et de rèxtrémité de ce i*^ côté , et les angles formés jpar la forcc- 
qui le tient tendu et par les x,^y et ^ ;on a^de plus, deux équations pareil-^ 
les pour le dernier côtç,.et, enfin, un nombre n d'équations( de la forme 

(y) -•-î^=(^,-^)" + (^/-j^)"+<*,-f^>* 

applicables aux eûtes da polygone, depuis et y compris lei^,.jtisqu*au 
dernier inclusivement > et qui sqpt. ^^rt.^i , les équatioM ()e condition' 
du système. 

On obtient donc^^i^isî, en totalité, 3.^.éqM^K>nsqifi l'ci^formentles 
coordonnées des points d'appïicatîoh dips foires, indépendîsimment dès- 
équations 
{à) . : . . •.. 2?(^cqS. a) = o/ S(Fco9.ffj = o j 2:(Pcos» y)=o* 

qi|i qe renferment que les forces et leurs 4irections; or le irpmbm total 
des cpordonnées des points d'applications est 3{n+i); mais le i<^ point 
du syilKênié péilt 'Présupposé' donné die position, et le notnbre â^coor* 
données , qu'on doit regarder comme inconnues , se réduit k 3/i lemémc* 

que^qi4e0^qu^tU)^i^ qMi, dans^'éli^n^M^ wùfer^ tii4 système:, 4étçi*-^ 
minent les valeurs de ces inconnues. 

406. î^oreque le poPygwié'est donné et qu'on cheréHe les forces à ap- 
pliquer à ses extrémités et aux commets 'dt ses angles pour le tenir e» 
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équilibre sans changer g^ formç ni sa poijltton^ let. kicommed sont »+t 
forces et3(n + i) angles , forpci^ par les. 'directioQS de ces feroes et par 
les axes coordçumés, ctn tcmt 4(11^+1) inconiiuèt;.mais Iç probjéme est 
indéterminé, et on peut, par exemple, prendre, arbitrairement, les 
intensités de n forces; il reste a connaître une force et 3(/z+ 1) angles, 
ou I +3 (/z+ 1) inconnues, dont six se déterminent , déjà , par l'identité 
des directions de la première force et du premier côté , de la dernière 
force et du dernier c-ôté; il en reste i+S{n — i), pour lesquelles on 
a les 2(n — 2) équations ,(^) et iffS- trois équations {d)> dei^ârtîctO'{)ré- 
cédeot» et ^+1 équationside laforme ^ . . *' 

cos*y + ços* jf +COS* y= f • 

qui se réduisent à n — i , vu que deux de ces équations se rapportent 
à la première et à la dernière force , dont les ctirectibns sont déterminées, 
^n sorte que le nombre des équationsa employer ==a(>i—50+3+()ï— 
i + 3(n — i) = le nombre des îbcqnfaiies. 

407. Les équations ( ^) de Tart 4o5 pourraient se combiner et se trans- 
former, de différentes manières, pour la facilité du calcul, et fournir 
matière à plusieuns observations que* je supprime pour abréger ; oii peut 
s'en servir, par exemple, pour dértiôntrerVexïsténce de rçquilibre des po- 
lygones fuhicttlaire^ plans, qliî seraient les projections prthpgôn^és, sur 
les plam coordonnés ,'dti polygone auqiiel ces équations se rapportent, et 
auxquels on appliquerait des forces égales aux co^nposantes de P^j P,,^ 
prises parallèlement aux phma coordonnés etc i on y ret,çouYe les mo - 
ments des fdrces, elle» offrent fe inoyen le plus 'direct ^e passer du 
pol ygoiie à la éourbe fiiniculaire à doublé couVbure etc. élc. " . 

Le pblygc^nq Funiculaire est suppose avoir uta ou deus poûits fixes dans Fespace. 

/( 4^^.' Exatnraofis maintenant le Cas oà lie ^stème af dei^ poiilts fixes 
dans l^ptpalee:« «^ çeAimeiiçcrhs ^p&r^ ^pôser querlé ^Joint n*. t , placé ^à 
Torigine de la trace du polygone, est seul immobile. **^ ' ^ 

"Dàn^J:ecas vnqmminf T, la^ffras^ion d^, pôié.c<^. if^vçekii qui est 
attâclM au point fixe, et ^^jB^^C,^'^ les angles respectiis que forme s|l 
direction avec les axes des x^jr et -5 j les? quantités' ^ ,, ^^^U,x ^1 y rem- 
placent celles qui' ont été désignées , art.âpô et 400, par P,yOL,,tf,yy,, 

nais: elles JOM^ItiGcnJDMet et irfaùt d^Bd>ord K^Métei-minet/lorsq 
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veut conelniîre le polygone qui^tolHcité par des force» doim^ en inr- 
lensité et directions, serait en équilibre. 
On a> art; 400 et 406, pour cette détermination^ les équatiom 

r, COS. -^, = J?(P C08. a) 

r.cos. 5,= ^(Pcos.^) 

r.cos. C,=i;(Pco8.>^) 

COS.* A^ + COS.* B^ + COS.* C, =. i 

Les sommes des deuxièmes membres des trois premières ëquatfonr^ 
embrassent les termes relatifs à la totalité des forces , depuis la force qtii 
est appliquée au point n^. % , celui qui sépare le i«' et le ^ côté, jusqu'à; 
la force appliquée au point no../i+ 1., ou au demiet poinr du système. 

Lorsque les quantités T^^A^^ B, j,C,^ sont calculées, par les équa^ 
tions précédentes, on les substitue dans les équations des art. 396,400 ou 
4o5, aux quantités JP/ 1 ^z» ^/^ )^/>ct les autres déterminations relatives k 
la consruction du polygone,, se font ^ alors, comme si lesystème était libre. 

409. Supposons maintenant que le premier et le dernier point du 
polygone sont fixes dans l'espace, et que les forces appliquées aux autres 
points et leurs directions sont donnée^; conservant à T,j A,,^ 3^,0,^ 
les mêmes significations qu'à l'article précédent^ et désignant par T,,, 
A,f y Bj^ ^ C^f j la tension du dernier côté et les angles respectifs qu'il 
fait avec les axes des x^yetZjCes quantités A g, , 5,,^ C,,^ T^^ re- 
présenteront a(n+i), i^(nfi), y(n+i),. ^(p+xj» des équationsdc Tast. 400^ 
comme A,j,B,^Cfj T^j représentent a,^ ^^7/^ P,y et on aura huit 
inconnues Àf^Bf^C^^ T, j; A,^j B,.j C,.j T,.^ à détermines. 

Ces huit inconues et les 3 (n — 2) ordonnées des points d'applica- 
tions des forces, compris entre le premier et le dernier point flxes^ 
forment un total de8 + 3(7i — a) ou 3(/i + i) — i valeurs à trouver. O» 
a, pour les dét|?rniiner» d'abord les trois équatipns suivantes , qu» ex- 
priment l'égalité ^ zéro de 1^ somme des composantes parallèles à chacun 
des axes coordonnés . ? v î * 

r Le signe j^coinprfnd^ 
f T,COS.A,+ T„COn. -^,, + 2^('Pc0S. a) = Ol totrt« le« quantités mir 

^ T,COS. G, + Tf, COS. C^^ + Z ( Pcos. y) = ofvant . dernier , uicluiM'^ 

^ .. Cryement.' » ■ . • 

ensuite trois autres équations qui expriment que la différence entre le» 



SeCTI ON TK OIS liM E. iSt 

cootdonnët*s , rapportées à un même axe, du premier et du dernier point, 
est égale à la somme des projections orthogonales de tous les côtés , sur 
cet axe* Zr^ et L^^ sont^ respectivement, les longueurs données du pre* 
mîer et du dernier côté, p^ ^ a^j r^j ^,,^ a^^j r^^ j sont les coordonnées 
du premier et du dernier point, respectivement parallèles aux sc^y et z 

' Le «îgne 2 com- 

-, M Y ^ x^/ pre noies somme» 

Çn — ^/ = ^/COS.yf,+ Xr„cos. ^„+2;(a?,— a?) des projeciiom, 

(/). . -J^,,— c7,= Z,cos.^,+ Z„cos.fl„+2;(jr,— y)^ 
r„ — T>=Z,cos. C,+ Z,,cos. C„+2(z, — z) 



depuis^ et y com- 
pris celle du 2^. 
côté jusqu'à celle 
de l*avant-dernier 
,c6té, inclusivem^. 



enfin on a les deux équations 

( COS.* jé, + COS.* B, + COS.* C,=j i 
{u) 2 

I COS.* j4,^ + COS.* -5,, + COS.* C,^= i 

Voilà 8 équations qui renferment, outrelesSinconnues^^^i?^, C^, T/, 

'^êij ^/fj ^uy ^/j ^tiy "^ nombre 3 {n — a) d'atitres inconnues^ 
comprises dans les sommes -S {x^ — x)^ 2? {y^ — j)^ 2 (z^ — z^j mai« 
on a,. relativement à ces dernières, les équations (f) de l'article 4o5, 
dont l'application doit commencer au a.* côté et se terminer à l'avant- 
dernier inclusivement, et qur étant combinées avec les équations («r), 
(/) et (21), fourniront toutes les ressources analytique» nécessaires pour 
la détermination des 8 +3 (/z — â)ou3(/i+i) — i inconnues.. 

Plusieurs des forces en équilibre , sur le polygone funiculaire , tont appliquées 
k des agneaux mobiles dans le sens du périmètre de ce polygone. 

41 0. II reste â examiner le cas où quelques unes des puissances en 
équilibre sur le polygone funiculaire, ^ont appliquées & des anneaux 
pouvant glisser dans le sens de la longueur du cordon qui les traverse* 
On a vu, ait. 890, que les tensions des deux côtés séparéii par chacun 
de ces anneaux devaient êtres égales entr'elles; et si , entre deux nœuds j 

• 

ou entre deux point d'application de»' forces, fixes sur te cordon, ri y a 
plusieurs anneaux ou points d'application mobiles, des forces, la ten^ 
sion sera constante d'un de ces nœuds à Tautre; ensuite, si on fait attention 
que, lorsque le système est en équilibre, une force appliquée, à un 
point, ou sommet d'angle ^ du polygone funiculaire^ a la même intensité 
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et se tro'uve^dirigée sui la même ligne que la résultante des tensions des 
deux côtés adjacents à cet angle, on verra que ce même angle doit être 
part^, en deux parties égiedes» par la direction de la force appliquée i| 
un anneau mobile , qui occupe son sommet , puisque les tensions sont 
/égales de part et d'autre de Tanneau , et que la résultante de deux forces 
égales doit faire le même angle avec chacune d'elles. 

Ces considérations vont me fournir les moyens d'ajouter aux condi* 
tions générales d'équilibre , données précédemment, l'expression analy* 
tique des conditions particulières que comporte le cas dont je m'occuppe 
en ce moment. 

41 1. «Soit k le nombre des côtés séparés par Ar — i anneaux mobiles, 
entre deux nœuds ou points fixes sur le polygone ; désignons par À(m) la 
somme de§ longueurs de ces côtés, ou )a lopgueur totale, connue, de la por^ 
tîon de cordon comprise entre les deux points fixes; parA'^ À^^j etc, /W, 
les longueurs particulières et inconnues de chacun des côtés qui la com- 
posent ; par X(ja) j J^(m} ^t ^(m) les coordonnées du premier nœud , ou 
point fixe, de celui qui est le plus près de l'origine du polygone » dans le 
sens du périmètre; par ^' j j/ j*' J ^' y y^' ^ ^'* } ^tc, les coordonnées 
des anneaux compris entre ce preipier point fixe et le seeend, enfin par 
<J ^ iS' y Y } a" j ff' y y" s etc. les angles que font, avec les axes des 
^,^ct 2 les directions des puissances appliquées à ces anneaux. 

L'équilibre du système étant supposé établi , les .équations (éf}, de l'art. 
4o5, seront indistinctement applicables aux peints fixes ef aux points ou 
anneaux mobiles , et auront lieu dans le système , comme si tous les points 
^'taient fixe8;les équations de la forme >?*=r(a/— .T)*-f (jr^Ti-7)*4Xs'-^ 3)^ 
auront aussi lieu sur l'étendue entière du système , mais celles de ces 
équations qui se rapporteront aux côtés à\ }!' ^ etc. /CW^ devront être 
combinées avec l'équation de condition iî'+<i''-J- , , . +^iW==^ÇB») qu^ 
est la seconde de l'art. 3oi, 

Il faut, de plus, avoir un nonobre h — i d'équations, à.4JpujLçr à 14 
précédente, pour compléter le nombre total de celles dont ^ a besoin, 
eu égard à l'introductipii dcç noyyellesj inconnues k' ^ ^'j • - t • . i^^^j^ 
et ces k — I éqiiatipps sont fournieç par U condition de l'égalité de^ 
angles forpiéspar cloaque pujssauce.-P'j P"^ etc. ^avec )es cotés placée * 
de part et d'autfc ^g VaRflçau ^mug] elLç est appliquée, cpwJiçion qui 
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rx"'-a^' «"-a/^ /y-y y'*^^ rz>"^^' i"-z'\ 

• » - 

etc* 
On a chacune de ces équations en égalant^ entr'euic, deux termes de 

la forme -p co8. a' + ^ .y "^ cos. ff + - — ■ cos. y' et 

TjT cos. a; + -s^^ — jy^^^^ — cos. o^ + -r^j- — cos. / qui Sont ^ 

d'après le théorème connu de trigonométrie, les expressions des cosinus 
des angles formés par la puissance appliquée à Vanneau dont les coor** 
données œf ^y ^z' déterminent la position , et par les cétés }! « )!* pla- 
cés de part et d'autre de cet aimeaa. 

41 A. Je ferai 9 en achevant ce que j^avaïs à dWe sur cette matière, uiif 
rapprochement entre les résultats de Tanalyse précédente , et les prô'- 
positions des art. SSy ^ 388 et 90. Diaprés l'art.' SSy l'équitibi^ du poly- 
i;oiie doit encore subsister après qu'on a rendu fixe' / danS; l'espace , Sxti 
nombre arbitrrâre de points de ce polygone ; txk peut donc supposer que 
toMS c^x de ses points , auxquels se trouvent deç sommets; d'angles , sont 
inunbbiles dans Pespaoe, & IVxception d^un seul où sierhk ptacé un an- 
neaUjCtf art. 338, si cet anneau, resté seul mobile, devait prendre dut 
jnouvement, il faudrait en conclure que l'équilibre n'existait pas, avant 
qu'on eut fixé les autres points; mfais, art. 90, l'anneau, dont tl s^'agity 
ne peut ^ve sans tendance à se déplacer qu'autant que la puissance , qiit 
le sollicite, est perpendiculaire à la nnface courbe sur laquelle il est assu* 
}€tti à se mouvoir ; cette surface courbe -est celte d^une ellipsoïde de révb*- 
lution , ayant un de ses axes égal à la portion de cordon comprise entre 
les deux points fixes pladés de part et d'autfe de Tânf^eau , ces points 
fixes pour foyers, et cm exprime que la direcficm de la puissanee-est nof» 
maie à cette même -surface , en posant une éqwHon de même ibrinç 
qu'une des équations ( ^ ) de fart, précédent. 

418. Connaissant la longueur du cordon attaché aux deux points fixes^ 
et la direction de la puissance appliquée à Tanneau que ce cordon tra-^ 
verse, on détermine, graphiquement, avec beaucoup de fs^cilitéyla po^^ 
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sîtion de cet anneau j dans le plan qui renferme les points fixes, le cordon 
et la direction de la puissance. Soient ^ et i3 les points fixes, menant 
jiQelBH parallèles à la direction de la puissance , décrlvapt des points 
y ^^ Att B ^ comme centres , et d'un rayon égal à ia longueur du cordon , 
les arcs de cercle a a a' et Sb ff j qui coupent B RetA Ç cnaet ù j 
et menant les droites ^^ et £^^ le point d'intersection Ç^ de ces 
droites I sera le point cherché. 

Passage du polygone funiculaire à la courbe, 

414. Il e|5t souvent utile, dans la recherche des conditions de Téquili- 
bre, ou des lois du mouvement, d*un système composé d'un nombre 
indéfini de points, séparé^ les uns des autres, et liés, entr'eux, d'une 
inanière quelconque, de disposer l'analyse de manière à pouvoir y intro* 
duire immédil^temeiit, U condition de la continuité , ou de l'état 
qu'acquiert le système, lorsque, par la multiplication, k iVn/ini, du 
pombre de ses points , dans un espace fini , on rapproche ces points de 
manière qu'ils fornient un corps continu. Dos géomètres du premier 
ordre ont ap[Jiqgé cette méthode , avec le plus grand succès , à des 
questions importantes, et la théorie de l-équilibre du polygone fimicur 
laire me fpiirnit le moyen d'en donner un exemple digne d'attention. 

Si on veut passer du polygone à la courbe dans le cas le plus général, 
c'est-à-dire ei^ supposant que les forces, appliquées au système ^ agissent 
(dans des plans différents, ce qui donne une courbe à double courbure, 
les équations {S) de l'art. 4o5 deviendront, immédiatement, les équa- 
tions différentielles des projections de la courbe sur le plan s>y et sur 
Je plan xz^ en considérant x^ , a?,, y a?,,, , op„nS y,yyuyia y JanS 
^ê Jt ^ii 9 ^iii y ^v/// comme les coordonnées de quatre points de la courbe 
infiniment voisins les uns des autres, et on aura, en supprimant deux 
accents aux puissances et à leurs angles avec les axes , et un accent aux 
coordonnées , l'ordre de succession de ces quantités pouvant être indiqué 
çans équivoque par les accent^ qui resteront, 

? 



\dx COS. «y \dx ) \dx^/ cos.oLj) \dxj * '^^ 

-fdz cos.y\/'dz^\ nC^^u COS. y A ,C dz\ 



o 



ce» 
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ces équations se ramènent aux quantités et aux- différences sans accents , 
en observant qu'on a P^ = P + dP j œ^^-x-^dœ j dx^^^dx-^rddx } 
'dx^^ = dx^ + ddx^^=^dx'\'^ddx + d^ X et ainsi des autres. 

4r5. Désignant par ri l'angle q.ue fait, avec l'axe des x y la projection 
orthogonale de la direction de P sur le plan» xy ^ on a 

COS. S sin. ri 

COS. CL =cos. 71 sin. y } = 

' COS. a cosw ri 

et la première équation d^ l'article précédent , devient ,. en faisant 
Fsinw7 = Zr 

n.o.At-^^d[^^-^ 

\dx x:Q^riJ \dXfJ ' \dXf, cos.ti,/ \dxj 

Cette équation est celle à laquelle on: parviendrait si on voulait ex- 
primer les conditions de Téquilibre entre les forces M agissant, dans 
le plan xy où elles feraient des angles 3? avec l'axé des x , sur une courbe 
funiculaire qui serait la projection orthogonale, sur le même plan^ de 
celle à laquelle les forces P sont appliquées. Ces forces /T, ou Psin. y^ 
sont les composantes des forces P parallèles aux plan xj}^\, tout ce que 
je viens de dire relativement au- plan* xy^ peut s'appliquer au plan xz , 
jcar d'après la 2*. équation de l'art, 414, on obtiendra, relativement à 
ce plan', une équation de même forme que la précédente, et qu'on aurait 
pu en déduire, en y substituant, z hyj P sin. ff h P sin. y^ et l'angle 
formé par l'axe des x et par la composante P sin. ffj à l'angle que forme 
le même axe avec la composante P sin. y : ces observations se rap- 
portent à ce que j'ai dit, art. 407. 

416. On voit, par-là , qu'en considérant h part cliacuile des équa- 
tions qui expriment les conditions de l'équilibre d'un polygone ou d'une 
courbe funiculaire, sollicités par des forces dirigées dans différents plans, 
les opérations analytiques que cette équation comporte , sont les 
mêmes qu'on aurait à faire dans le cas où les forces agiraient clans un 
même plan, et où , par conséquent, la courbe funiculaire serait une 
courbe plane. Il suffit donc de traiter ce dernier cas, et pour en faire, 
autant qu'il est possible, un exercice utile aux élèves, je vais chercher, 
par des considérations immédiates, les conditions de l'équilibre du poly- 
goae funiculaire plan , ce qui me conduira à une démonstration de 
i'-équation précédente, indépendante de celle des équations de Tart. 414, 
dont elle est déduite. 

l ^4 
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417. Soient, dans l'hypotlu'se du polygone funiculaire plan, a, a^ et 
€if^ les angles formés |)ar trois de ses côtés consécutifs et par Taxe des- 
X ^ lequel est tracé sur le- plan qui renferme les côtés du polygone et 
les directions des forces ; nommons t, i, et /,, les tensions respectives 
(le ces côtés; P it P, les puissances appliquées aux points qut réunissent 
le jcr au a*, et le a* au 3«; a et a^ les angles que les directions de ces 
puissances font avec Taxe des x. 

L'équiKbre absolu* de celui de ces trois côtés quî est entre les deuif 
aulrcs exige, 1°. que la somme des rorr posantes des forces qui agissent 
dans le sens de sa longueur, provenant de P^ tj P ^ et /^^^ soit nulles 
2®, que les» sommes des composantes perpendiculaires à cette longueur,» 
provenant y d^une- part, de P et /^ d'une autre part, de P, et /^^soicnt 
nulles chacune en particulier. 

Ces conditions sont exprimées par les équations 

/ COS. (a — «/) + P cos. {a^ — a) = t^^ cosw {a^^ — a^+Pj cos. {a^ — a,) 
/sin. {a — a^=^Ps\n.{aj — a) j /^^sin.(a^^ — a,)=PjS\n.{aj — a^) 

4i8v Eliminant / et â^j enlre ces troi& équations, et réduisant par les 
théorèmes connus de trigonométrie ,. on a l'équation suivante qui ex- 
prime les conditions de V'équilibre absolu d'un côté quelconque du 
polygone. 

Psin. (a^^ — a^) sîn. (a — a) = P^ sin. (a^ — a) sin. (a^^ — a^)' 

419. Les raisonnements des art. -408 et suivant, relatifs aux cas d^un 
ou de deux points fixes, dans le système, à ceux où quelques-unes des 
forces agissent sur des anneaux mobiles, etc. s^appliquetit d'eux-mêmes 
à l'équation précédente, et if serait superflu de les répéter ici. 

4J20. L'équation de l'art. 418' aurait pu s'obtenir, mimédiatement , 
par le théorème de l'art. 5o, en considérant /, comme la résultante de 
P et de /^ d'une part , de P, et de /,^ de l'autre; formant, d'après le 
théorème cité,, les deux proportions 

/^: P::sin. (^a — a) : sin. («^ — n) 

t^ : P^ ;:sin. (n^j — a^),: sin. (a^^ — a^) 

et éliminant t^ entre les équations que ces proportions fournissent. Cette 
manliTC d!obtenir l'équation finale, quoique plus simple et aussi rigou- 
reuse que celle de l'art. 418, ne met pas dans une aussi parfaite évî- 
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âcnce les équilibres partiels qui assurent l'équilibre absolu dont on 
cherche les conditions. 

421. Il est aisé de voir comment cette équation de Tart. 418, obtenue 
par des considérations immédiates, est la même que celle qu'on aurait 
déduit de l'équation de l'art. 4i5, où U çt/i représentent P et aj déve- 
loppant les sinus des xlifférences d'arcs, l'équation de J'art, 418^ prend 
la forme 



P COS. a I I I — ^ I 

V^cos-^ COS. al V^cos.^^^ cos. a^J 

_ /^s\n,a,f sin. aA /^sin. a. sin. a\ 

— PfCos.aA '" I I '- I 

\cos.a,, cos.a,y V^cos. «, cos. aJ 

introduisant dans cette équation » applicable indistinctement, au poly- 
gone et k la courbe, les conditions qui caractérisent la courbe, on a, 

sin. a iijy sin. a, djr, sin. a,, ^,7"// 

COS. a d X COS. a, d x, cos. a,f d a-,^ 



//x„ ax^ \dXfJ dx, dx \dxj 

tution de ces valeurs, redonne l'équation de l'art. 416, en remplaçant 
P et a par II et ri. 

422. Pour arriver aux expressions analytiques les plus commodes , 
relativement aux conséquences à tirer de la théorie précédente, je mets 
l'équation de l'art. 418 sous la forme 

P, {sin. a,, cos. a, — cos. a,, sin. a,) sin. (a, — a) ^ 

J- = o 

— p ( sui. a COS. a — cos. a sin. a )sin. (a,, — a,) j 

423. Passant du polygone à la courbe, supposant ds constant, et dé- 
signant par r et r,j les rayons de courbure ipenés aux points d'applica- 
tion des forces P et P, j on a 

dy dx . dy„ dx,. 

sm. II ^= — \-^ j cos. iz== — =— ; sin. /7,,= ■ \ " j cos. a.,=^ — t^- J 
ds ds ds as 

, y, ds . , ^ ds 

sm. («^ — '*) = J sm. (/7,, — ^/) = 



^i 



et ces valeurs , substituées dans l'équation de l'article précédent , la 
changent en 
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Le premier terme du premier membre est Téquivalent de Texpression 

laquelle étant introduite (dans (i), donne, en observant que, d'après ta 
condition (de la continuité ^ Teàcès d'une fonction où tout est marquifr 
d'un accent , sur la même fonction, sans accent , égale la difFéretitielle 
de cette dernière fpjiction 

{2) . .d\Pr{djyco%a — //^sin.a)} +F,r,(rf/(y';Cosa^— /A&^sin.a,)=:o 

424. P,r,jF=:Pr + d(Pr)j ddjr,co$fa,=sddjrcos.ç^'J^d{ddjcos.a)j 
dd,T, siiié a, z^ddxsin. ar\-d{ddx%\n. a) j substituant ces valeurs dans 
l'équation (2) de rdrtiçjç préçé^en^ et w çpn^fry^nt que les termes du 
2^ ordre 4 (pu pb.tient iip^lem^Pt 

d\ Pr(dj'cos.a — dxs'm.a) \+Pr{ddj'cos.a — ddxsm'(i)=^o 

426. On a, par la théorie des courbes, dans l'hypothèse de ds cons- 
drds dxds , dydf ,. dxds 

et mettant, au lieu de ddx et ddj ^ ces valeurs 

dXPridxsin.a — drcos,(i)\ «... .. ^ 

— î ^ = — -j ^-î- + P{dy sm. a + dx cos. a) ^o 

d^ ds 

426. Enfin substituant à r l'expression —^-^ ^ on arrive à l'équation 

du 3^. ordre 

..PdY(dxs\n.a — dyco%.à) . ^, , . . , > 

d\ — '-^^ r-jn — — \+P{djSïn. a + dxcos.a)=o 

427. Lorsque les forces tangentielles, appliquées aux point» extrêmes 
de la courbe, ne sont pas données à priori^ ou, lorsque ces points ex- 
trêmes sont fixes, les déterminations des tensions que la courbe y éprouve 
sont liées à celles des constantes arbitraires, introduites par les intégra- 
tions. On voit, en général, par les relations qui existent entre les équa- 
tions de l'art. 4o5, et celles de l'art. 414 et suivants,. que ces dernières, 
se rapportent spécialement aux différents points du système, çiutres que 
les points limiter ^ qui exigent des considérations particulières» 
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Application des forinulet précédente* «u cay où les directions des forces sont 

supposées normales à la courbe funiculaire. 

4^8. L'équation de Part. 4^5 donne imrnédiatcment une propriété 
remarquable de l'équilibre d'une courbe funiculaire sollicitée par des 
forces dont toutes les directions sont perpendiculaires aux éléments de 
courbe auxquels ces forces sont respectivement appliquées. 

Cette hypothèse donne 



d'où on tire 



sin. OL = -^— : C08. a = V 

ds as 



d\Pr( dx^ + dy^ ) 
1^-^ =^ 



observant que ds ^ dont le carré =//x* + ^^^ est constante et inté 

grant^ on a 

_ _ constante 

Pr = constante ^' jr = — 



r 



chaque force est réciproquement propportionnelle au rayon de courbure 
de l'élément de courbe sur lequel elle agit. 

Equation de la courbe funiculaire sollicitée par des forces parallèles et égales* 

4:29. Les forces qui sollicitent le polygone funiculaire, et qui agissent 
dans un même plan , étant de plus supposées égales, et parallèles à l'axe 
àcsj'j on pourra trouver, immédiatement, les conditions de leur équi- 
libre, en répétant les raisonnements des art. 417, 418, 419 et 420, et 
observant que l'hypothèse de a = a^==j^j donne sin. (a — a) = cos.« 
etsin.(^3J^^ — a^) = cos. ^2,^. Cette simplification et la condition Pz^P^^ss 
constante ^ réduisent l'équation de l'art. 418 k 

cos. asin. {a^^ — a^)^=cos.a^^ sin. (a, — a) 
480. Introduisant , dans cette équation , les v&Ieurs données art. 4^3, on 
a, toutes réductions faites, r//r=r^<a?.r^^;ou, en éliminant les quantités 
accentuées, au moyen des valetirs r,=>r+drjda:„:s:zdx + 2ddx+d^x^ 
et négligeant les termes d'un ordre plus élevé que le second ^ 
% rddx + drdx = o^ et enfin 

d{rdx\ + rddx:=o 
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dy ils 

43 1. Faisant encore disparaître le rayon de courbure r=-^ — {^ds 

fifbi suppose- constant ) cette équation devient 



<^)+''^= 







482. Les équations des deux articles précédents sont exactement, les 
^iiénies qu'on auriiit eu^ sans calcul^ en faisant, danê les équations des 
art. 424 et 426, P =^constanle et a = 7;rd'oii, ^n.as=zi ^ cos. «=2=0. 
Cette simplification repd l'équatior) difïérentielled^ la courbe funiculaire^ 
intégrable, ainsi qu'on va le voir. 

433. La première intégrale d^ //l -^V )+^ = o^ est 

ddx ~^ ^ 
A est la constante arbitraire. Mettant cette intégride sous la forme 

ddx dy 

et observant que ds est supjKJsé constant, on obtient, immédiatement , 
une secopde intég^ralç 

(à) ..!;.... . dx{A—j) = Bd^ 

de laquelle on tire 

<3) 4. = ^MM=^- 

Vi^A—jY — B^ 

P étant une seconde constante arbitraire. Enfin la 3«. intégrale est 
( Traité élémentaire d^ cftlcul intégral de Lacroix ^ art. iÇz ) 

x=Bioz. CTBiog. \ a—J'^V{â:::^y^b^ \ 

ou x= +Zf log. { C(^A—j^-}/^(A'^yY^B^\ (4) 

La courbe a dçux brauches 4;gale$ et semblables, placées symétrique- 
ment de part et d'autre d'une jiarallcle k l'axp des j^ 

434. Les trois constantes A ^ B ^ C}>ont fjonnées, lorsqu'on connaît 
Jes |)ositions du pre^nier et jlu dernier point, et la longueur de la courbe 
qui est susceptible d'une rectification algébrique. L'équatiofi (:a)de l*àrt, 

nrcccdcnt donne //^= B "^ ' ' É ^ ^^ 
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(2) ^ J= + Kt^— j)'— iF + £ 

E est une 4®. constante arbitraire. 

435. Substituant, successivement, dans l'équation (4) de l'art. 433y 
les valeurs de x et j'' qui correspondent à l'origine et au dernier point 
de la éourbe, et faisant des substifutians pareilles, pour .y etj^, dans- 
l'équation (2) d(^ l'art. 4X4, on aura quatre équations déterminées, qui 
renfermeront leâ quatre inconnues A^Bj C^ E^ avec de» qiïantités 
connues; les deux premières équations sont transcendantes^ mais, quand 
il ne s'agit que d'évaluations numériques, on peut, par des rfiélhodes d'ap> 
proximation, obtenir les valeurs cherchées. 

486. Lorsque les constantes seront ainsi déterminées , on trouvera 
aisément^ par les équations (3) et (^4), de 1 article 480, la posi- 
tion du point de la courbe où la tangente est parallèle & Taxe des x ^ 

c'est-à-dire où on a --^ = a. Faisant passer, par ce point, une parai-' 

Jèle aux^ et plaçaiït l'origine des^ coordonnées, sur cette parallèle, à 
une distance^ de l'axe des x^ du côté d^s^ positives, on aura (les 
nouveaux axes des coordonnées étant parallèles aux anciens) l'équation- 
de la courbe sous la forme suivante, la plus simple dont cette éqjjation' 
soit susceptible 

r r/ 'â'J_«a\ f J^ydaturèquatîoncî-àcôle» 

42 3?= Blng. l y *^ J I < représente^ — ^ydel'équa- 

V B J y tioii(4),art.433. 

Les deux branches égales et settiblkbles de la courbe soilt placées sy-' 

métrhquement, dé part et d*autre du nouvel axe dos^^ le paramètre if y 

égal à la distance de l'origine des coordonnées au sommet de là courbe, 

çst , en même temps , égal S son rayon de courbure au même point , 

le rayon de courbure, à nn point quelconque , étant = -îi^j? voyez * 

pour la démonstration de plusieurs propriétés curieuses de cette courbe^ 
un mémoire de M'. Ampère publié dans le tome i«'. de la collection des 
mémoires présentés à l'Institut par divers savants. 

487. G>nservaiit la position des axes coordonnés déterminée dans^ 
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Tart. précédent, la tangente trigonomttriquc de l'angle formé par Taxe 
des X et par l'élément ds de la courbe a pour valeur 

et la longueur de l'arc de la courbe, comptée du point dont l'abcisse 
i = o^ se calcule par l'équation 

, . , ( l'origine de* * doit être pri«e au point o^ 

I ^=-B et x=o, 10 même point ou — ^^ = o 
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nition de la chaînette. 

488. Toute l'analyse renfermée dans les dîx articles précédents est 
uniquement fondée sur les conditions de l'égalité et du parallélisme des 
forces appliquées aux différents points de la courbe funiculaire, et laisse 
(entièrement indéterminée l'intensité commune de chacune de ces forces» 
Ainsi Péquilibre ayant lieu dans une certaine hypothèse sur cette intenr 
silé, on peut la doubler, la tripler, etc. sans que la forme de la courbe 
funiculaire change , si toutefois le cordon est capable jJe résister à la 
tension qu'il éprouve et dont il faut donner l'évaluation. 

Je nomme T, et T„ les forces tangentielles qui retiennent la courbe 
Il son premier et à son dernier point , et qui peuvent être les résistances 
de deux points fixes auxquels le cordon serait attaché; et substituant , 
clans l'équation (i) de l'article précédent, pourj^ les valeurs de la prcr 
mièrc et de la dernière ordonnée , j'ai les angles que forme la courbe 
avec l'axe des abcisses k son origine et k son extrémité, angles que je 
désigne, respectivement, par A, et ^,, . 

Il s'agit d'abord d'évaluer T, et T^^^ mais on ne peut rien prononcer 
sur ces forces, ou ces tensions extrêmes, sans connaître les forces qui 
agissent sur le système entier; supposons que la courbe funiculaire est 
une corde pesante, homogène, uniformément grosse, et, d'ailleurs, par-r 
faitemcnt flexible et inextensible ; la force appliquée k chacun de ses 
éléments aura, pour valeur, le poids de cet élément, et le plan vertical^ 
dans lequel se trouveront les point extrêmes de cette courbe, la reofer^ 
niera toute cn|ière. Les axes des x et des j-^ art. 486 et 487, seront, Tua 

|iorizQ|ital 
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horizontal et Tautre vertical ; le point où j^ = o sera le point le plus 

bas de la courbe. 

De plus, si, pouf simplifier, on regarde comme unité de poids, le 
poids de l'unité de longueur de la corde et qu'on fasse sa longueur to- 
tale, entre les points extrêmes, égale |t /i^ on aura trois forces i/2^ T, 
et r„ en équilibre, la première, qui est verticale, faisant, avec chacune 
des deux autres, des angles respectifs, j :r — ^,^ et 7 ^ — ^,, j ce qui 
fournit, art. 60, les proportions 

12 : T, : T,, \\ sin. {A,+A„) < cos. Aj, : cos. A, 
desquelles on déduit 

rp _ <^Q8' ^// r) . rp _ COS. Aj ^ 

' sin.(^, + ^J ' " sm.{A,JtA,,)'' 

439. Ces deux équations peuvent se mettre sous la forme 

rp _ Ki + tang.' A, j2 ' T = *^H-tang.' A„ ^ ^ 

' taflg.y^/H^tang.y^;^ "^ " tang. -/^, + taDg. ^,, '^■ 

on a art. 487, en désignant par a^ et a^^ les ordonnées respectives du 
premier efdu dernier point de la courbe, 

ya/'—B^ ya,,^—B^ 
tang.^^= '-j^ j tarig.^^,= '-^ ^ j 

et ces valeurs, substituées dans les deux équations précédentes, donnent 
les résultats remarquables 

440. Ces résultats auraient été obtenus d'une manière plus simple en- 
core si on les eût déduit de la tension que là courbe éprouve à son point le 

plus bas, au point où --^ =0, et dont l'ordonnée =5; désignant cette 

tension par G et faisant la longueur de la courbe, depuis son premier 
point jusqu'à celui dont nous nous occupons, égale & o?^ on a art. 4879 
ta ;= V^cr,— .Jî* ^ et art. 5o 

^ . . . sin.>^, 

A> : cf : : sm. A, : cos» A, : : -J- : i 

' ' cos. A, 



d'où ^ = — 'T 

tang. A, 



*5 
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et substituant pour œ et tdng. A^ leurs valeurs ^ 

B est rordojinée du point le plus bas de la courbe. 
441. A un point quelconque ^ où la tension est / j^ on a 

dx 



à:S\: i : 



ds 



ds ^ 
d'où ..../= --Z — . cf 

ds Y" 

et substituant , pour & et -^— leurs valeurs respectives B et -^ ^ on a 

t = y 

la tension, à i^n point quelconque de la courbe, est *gale au poids d'un 
arc de cette courbe de mèine longMMr que L'ordc»oée du point oit se 
fait éprouver cette tension. 

442. La courbe j dont je viens dVxposeï: les pcoprrétéft,^ connue par 
les géomètres sous le nom de chalnetu ^ est célèbre dans Thistoirç de$ 
mathématiques. 

Les puissances c[ui soIU^itent le polygone qu la courbe faniculaire ^ sont dirigées 
sur des points fixes dans l'espace. Cas où on suppose que ces forces tendent 
à un centre commun et sont des fonctions quelconques des distances de leurs 
points d'application à ce centre^ 

443. «Tai supposé , dans toute la théorie exposée depuis Tart. Z.ç% , 
que les quantités, ou données ou cherchées relativement <i chaque force, 
étaient son intensité, les angles formés par sa direction et par des axes 
fixes dans l'espace , et un seul point de sa direction, appartenant au poly- 
gone ou à la courbe funiculaire. Cette hypothèse convient à la plupart 
des usages qu*0Q a à faire du système funiculaire , dans les nrvachines ; 
il est cependant des cas où l'action d'une puissaqçe se transmet à un pareil 
système-, par Tinterinède d'une corde qui passe sur une poulie fixe^ et si , 
envisageant les problèmes qui le concernent, sous un point plus étendu, 
on veut le considérer comme soumis aux forces naturelles , résultant des 
actions réciproques des corps les uns sur les autres, il faut avoir égard 
£ux points fixes vers lesquelles ces forces sont, en général dirigées. 

Il convient , d'après ces observations, de. compléter les éludes utiles 
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ijue les élevés ont eu occasion de faire sur le polygone funiculaire, par 
un court examen du cas des points fixes ext^^rieurs au système. 

444. Conservant la notation xles art. 394 et 4o5, j'appelle ^(m) y >?(m)* 
C(m)^ les coordonnées respectivement parallèles aux ar^j^ct s^ du pofnt 
/îxe, par lequel passe la direction de la force /^(m) appliquée au point, 
ou sommet d*angle, n°. m ; on peut imaginer, k ce point Ç\\<t , un an- 
neau , d'une ouverture infiniment petite , traversé par un fil parfaile- 
lîient flexible et inextensible , <k)nt une des extrénrités est attachée an 
point n®. in y la puissance P{m) étant appliquée a un point quelconque 
lie ce fil qui ne soit pas compris entre le point n^. m et l'anneau fixe, 
^t son intensité , étant égale k la tension du même fil ; cette manière 
d-envisager les actions des forces P(m) fournit immédiatement le moyen 
de les représenter par des poids susjx^ndus aux extrémités des fils qui 
traversent les anneaux iixes. 

445. Les forces, qui sollicitent les différents points ou sommets d'angles 
du polygone, seront ainsi représentées, en intensités^ et directions, 
par les tensions et les directions des fils attachés k ces points et tra - 
versant les anneaux fixes , quelques soient d'ailleurs les directions des 
forces jqui tiennent ces fils tendus. Introduisant ces nouvelles conditions 
dans les équations {t!) de l'art. 406, on remplacera cos. a,,^ cos. ^„^ 
COS. y„ , cos. a„, , cos. '^,,, ^ cos. y,„ ^ par des" quantitt-s dont les expres- 
sions auront la forme 

^ — 'x 



cos. a 



Cos. <6 — 






y{^-^Y + (ri~jY + (<r--)' 

^ «r^j 

des4oP8 ces équations (if) ne renfermeront plus que des fonctions des 
puissances et des coordonnées de leurs. points d'application, dans les- 
quelles entreront les constantes qui appartiennent aux points fixes. 

446. Si^ pour avoir un exemple de l'application des équations {S) 
ainsi modifiées, on considère, comme données, les intensités des puis- 
sances , les longueurs des côtés du polygone , et qu'on «up|X)se ses deux 
extrémités attachées k des points fixes, de positions connues, il restera 
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k déterminer 3(n — a ) ordonnées ; or ( ^ et ( y ) ^ de Tart . 406 , fourni- 
ront, précisément un nombre d'équations égal à celui de ces inconnues. 

Je n'entre dans aucun détail de calcul ; il me suffit d'avoir indiqué la 
marche de l'analyse ; je supprimerai également, pour abréger, les détails 
relatifs aux usages qu'on peut faire des équations des art. 896 et 400 en 
y introduisant les considérations exposées dans les deux articles précé- 
dents et je passe à l'examen curieux et instructif du cas où toutes les 
forces, aj)pliquées à un polygone ou a une courbe funiculaire, tendent 
h un centre commun. 

447. Ce polygone, ou celte courbe, étant supposés attachés k deux points 
fixes , ou sollicités , à leurs extrémités , par des forces tangentielles diri- 
gées dans un plan qui renferme le centre commun des directions des forces , 
ce même plan renfermera la trace entière du polygone ou de la courbe. 

Je mets l'équation générale de l'art. 418, sous la forme suivante. 

sin. (/z„ — a,) sin. (a, — a) . ^ 

-P'sin. (rt„ — a,) Psin. (a — a) 

et il s'agit d'y introduire les conditions qui caractérisent le cas particu- 
lier de la convergence des forces en un point commun; pour cela, dési- 
gnant par/; etp^ les distances respectives du centre de direction des forces 
aux points d'application de P et P,j j'observe que le triangle formé par 
les lignes p j p, et par le côté du polygone aux extrémités duquel elles 
aboutissent, donne la proportion 

p : p, ::sin. (a, — a,) : sin. (a, — a) 

d'où pfS\n.{a, — a,) = ^sin. («, — a) • • (^) 

équation de condition cherchée ; divisant (i) par (^) , on obtient 
l'équation 

^cy. sin.(^^^ — a,) s\n.{a, — n) 

^ f ' ' 'P,/^,sin(/z„— a,)sin(tf^— a,) P/;sin(fl,— ûe)sin(tf— a) ■ 

cette équation nous apprend qu'on a, pour chaque point d'application 

des forces, une expression de la forme -35 — : — . v . , r qui 

* Fpsin.{a, — a)sin.{a — a) ^ 

représente une quantité constante, dans l'étendue entière du système, 
puisque la différence entre deux expressions de cette forme, qui se ^ap- 
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portent à deux points consécutifs quelconques est égale h zéro. Ce ré- 
sultat donne l'éqUation 

, . PpsinJa, — a)s\n.(a — a) 

(2) —^ . . — ' r^ ' = constanlt 

^ ^ sin. (//, — a) 

et c'est une première intégration effectuée d'avance pour le passage du 
polygone à la courbe. 

448. J'appelle ^ l'angle formé par le rayon Vecteur p et par une 
ligne de position déterminée dans le plan des forces^ et passant du po- 
lygone à la courbe, j'ai par les théories géométriques, en désignant, par 
dsy l'élément de la courbe qui a p pour rayon vecteur, et par r le rayon 
de courbure de cet élément, 

(i) .... sm.(^,-«) = — j r=- j^ 

• / \ P^±^ 

l'hypothèse de \sl continuité permet défaire sin. (a, — a)=sin. (a — a)^ 

et toutes ces valeurs, substituées dans l'équation (2) de l'art, précédent ^ 

la changent en 

p^ d\p^ pdp 

A étant une constante. 

449. La constante A doit , d'après ce qui est dit ci -dessus, représenter 
une expression de même forme que celle du premier membre de l'équa- 
tion qui la renferme, et cette expression appartient à un point détermine 
de la courbe. 

Si on appelle G la force agissant sur ce point, g^X^ ^^ ^^ respec- 
tivement, le rayon vecteur, l'angle que ce rayon forme avec la courbe^ 
et le rayon de courbure, au même point, on aura, ds étant suppoSé^ 

BGg. sin.^ V B ^ ^ , „^ . 

constant y A = ^ • = — -j- ^ en faisant RGgsm.^ ^z=:B, 

et l'équation de l'article précédent, devient 

^ p^ a 1^^ 



^ ds\ ( p^ d^p ^ 



400, On en déduit par l'intégration 
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(1) p^dyPfPdp^ — Bds 

mettant , au lieu de ds ^ sa valeur V^dp^+p^ dif,* j et dégageant dypj 
on a ultérieurement 

(.) d^= ^^ , 

p\p^{fPdpY—B^\^ 

401. Telle est Téquation polaire, la plus générale de la courbe funi- 
culaire, dans le cas où toutes les forces tendent à un centre commun. 
P étant une des forces de la nature, dont j'ai parlé art. 448, srra, en 
général , fonction àe p j ensorte quoJ^Pdp ^ et par suite , \p seront aussi 
Fonctions de cette seule variable. 

Supposons que P soit soumis aux mêmes lois que les forces du sys- 
tème du monde , et que, par conséquent , son intensité soit réciproque- 
ment proportionnelle au carré du rayon vecteur p ^ on aura 

P:G llff^ip^j P=—f^ 

r 

fPdp = Gg*.f—Ç-- = — Gg^. — + constante 

je prend l'origine des angles ^l sur le rayon vecteur g , et considérant g 
comme la valeur initiale de /?^ J'ai conslanle ^=.Gg^ d'où 

et l'équation (2) de l'article précédent devient, en faisant /îsin.*;(; = A 



402. Soit P réciproquement proportionnel à une puissance to du rayon 
vecteur /;, on aura 

P i Gy.g^:p^jP = — ^ — 

fPdp = Gg^.f^^JL, = — ^pi-^j^ constante 

p^ I — co 

fPdp devant, comme à l'art, précédent , s'évanouir lorsque /;=^^ Tin- 
té^ralc devient 



(0 /P^/.= -L^(/.i-«-gi-«) 
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et cette valeur, substituée dans l'équation (2) de l'art. 460 , donne 



, dp 

ou 



453. L'équation (2), art. 46 1 , a une intégrale algébrique dans le cas de 
e^='h} autrement elle s'intègre, ou par logarithmes, ou par arcs de 
cercle. On peut observer, de plus, que lorsque G représente la puissance 
appliquée au sommet de la courbe , ou au point le plus près du centre 
de directipn des forces , on a sin. ^ = 1 , parce que , à ce point , 

, . =0^ ^^"^T — ' =1^ le rayon vecteur est perpendiculaire 

à la courbe. 

Je supprime, pour abréger, les détails, purement analytiques et géo- 
métriques , que Téxamen des équations des deux articles précédents 
pourrait amener, mon principal, ou plutôt, mon unique objet ayant 
été de présenter aux élèves la théorie de statique qui conduit à ces 
équations et qui leur fournit matière à une étude extrêmement utile sur 
les systèmes de forme variable* 

Principe geDéral de l'équilibre ; ce qu^on entend par vitesses virtuelles. 

454. J'ai démontré, art. 76 et suivants, plusieurs propriétés remar' 
quables de l'équilibre d'un point matériel, sollicité par des forces agis- 
sant dans des directions quelconques, et j'ai fixé, particulièrement, Tat- 
tention des élèves sur réquationy*P///i = o, de l'art. 87, en leurs disant 
que cette équation était « l'énoncé, applicable à l'équilibre d'un point 
« matériel, d'un principe très-général de mécanique , appelé principe des 
« vllesses virtuelles j » et en leur annonçant que « son important usage ^ 
« pour l'analyse de tous les problèmes d'équilibre et de mouvement ^ 
« serait développé dans la suite du cours. » 

Il est temps de donner les développements que j'ai promis, quant k 
ce qui concerne la statique, et je vais d'abord présenter l'énoncé du 
principe général de F équilibre , considéré relativement à un système 
quelconque, après -quoi je prouverai que lorsque l'équation déduite def 
ce principe est satisfaite l'équilibre a lieu , et réciproquement. 

455« « Soient F' ^ P''^ etc. des forces en nqmbre quelconque respecta- 
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« vement appliquées à un pareil nombre, (fini ou infini) de points tna^ 
« tcriels qui composent un système, de forme variable ou invariable, 
« que j'appelle système y4. 

« Imaginons un autre système, que j'appelle système fi, dont la gran* 
« dcur et la forme, ou soient les mêmes que la grandeur et la forme du 
« système -^^ ou en diffèrent infiniment peu , et qui occupe une position 
« infiniment voisine de celle de ^ j il faut qu'en cet état de choses , 
#« chaque point de ^^ puisse prendre la place de son homologue, dans B, 
« 3ans qu'aucune des conditions auxquelles les positions des points de -^, 
« et leur mode de liaison doivent satisfaire, soit violée. La forme et la 
c< position de B demeureront arbitraires pour togt ce qui sera compatible 
« avec ces divers assujettissements. 

« Du point qui, dans le système B ^ est homologue au point d'aplica- 
« tion de la puissance P'^ dans le système j4 ^ menons une perpendicu^ 
<< laire sur la direction de P^ j nommons dp^ la distance entre Je point 
« d'application deP et le pied de cette perpendiculaire^* donnons k dp' 
<< le signe positif, si P' tend k pousser son point d^application vers le 
« pied de la perpendiculaire abbaissée sur sa direction, et le signe né- 
« gatif dans le cas contraire. Enfin prenons , sur les directions de P'^^ 
t< P'''^ etc. , des longueurs dp" ^dp^" ^ etc. déterminées parle mémepro- 
«< cédé que dp' ^ et assujetties, quant aux signes, aux mêmes conditions. 

« Si les puissance3 P'^ F" ^ etc. se font équilibre, sur le système, on 
« aura l'équation 

P' dp' + P" dp" + P'" dp"' + etc. = o 

« et réciproquement, lorsque cette équation sera satisfaite PéquiJibrc 
«aura lieu. » 

456. Les distances, infiniment petites, entre les points homologues 
des systèmes A ç\ B ont été nommés les vitesses virtuelles des points 
d'application des forces P' ^ P" ^ etc.; voici sur quoi cette dénomination 
est fondée: si , lorsque les systèmes A ei R sont dans des positions infini- 
ment voisines, chaque point du système j4 soumis k l'action d'une force, 
se mouvait de manière k aller prendre la place de son point homologue 
dans le système B yCÇ qui , d'après l'article précédent, pourrait se faire 
sans que les conditions du système A fussent troublées, et si, de plus, 
tous les déplacements s'opéraient dans le même temps, infiniment petit, 
les rapports qui existeraient entre les espaces élémentaires parcourus par 

les 
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les points d'applicatiQja des forces ,. ser^licnt cegx des uùçsses de ces 
points, et pourraient représenter pp^ uttesses ^ ainsi quje jq Texpliq^terai 
du commencement de I4 a.^ par^ip du cour^ j ces mQupemçnts et ces 
pliasses n'ont pas lieu ^ ijn.ais sont compatibles avec jes condjtions d.u, 
système ; en conséquence lips vitesse^ ont pté npu>ipées virtuelles ^ 
€t le principe , qui doppe l'équ^t jpn de Tart, précédent , a été nom- 
mé , principe des vUes^es yirtuelfes, J^e^ incréments dp^j dp" etc , ou 
les espaces parcourus par les points, supposés mobiles, dans le sens des 
lignes de direction des forces , spnj les s^Uesses çirtuellcs estimées sui- 
v<^nt CCS directions, et on énonce le principe général, en disant que le^ 
produits de ces ylle^ses^ ainsi décomposées, p^r les forces respective^ 
auxquelles elles se rapportent, doivent, lorsqiip J'équilibre a lieu, former 
une somme éjjale i^ zéro y ç.t réçjprpquement. 

Cest avec ces çonsidératjpns anticipées d^ rnowei^eint ^ qu'on pré- 
sente ordinairenjpnt les potipns relatives à 1^ si^ificatjpn de l'équatipif 
^ {Pdp) = Oj et je Ips eipployerai quand elles abrégeront le discours. 
J^ais j'ai cru copvenable de fai^-eVoir, dés l'abord, qu'on pouvait s'ep 
passer. ^ 

Pcfinîtion des moments , dans l*acccption qu'on donne à ce mot lorsqu'il s'agit 
du principe des i'îtesses virtuelles , ou principe général de l'équilibre. Obser- 
vations sur les changements de fornies et de positions des systèmes qui pro- 
duisent les moments. 

457. Après avoir e^pliq\ié, avec les détaib sufps^ts:; la génération 
des quantités de la forme Pdp dont l'égalité k zéro a^fure l'équilibre, 
ou en est ifne conséquence, je dois ajouter qu'on a donné à ce produi( 
Pdp j le nom de moment de la force P. J'ai déjà parlé de lasigpifjc^r 
jion de ce ipoj , art. 89, i^ l'occasion d'un cas particulier d'équilib^re, 
et comrpp il n'a pas jci, ni k Tart. cité, la méfne acception qu'aux ^rt. 
lôy, i58 et suivants j, j'aur^j soin, ppur éviter touje équivoque j, chs^quç 
fois que j'employerai )e mpjt moment ^ dans le sens que je viens de lui 
attribuer, dç Ip faire suivrç ^u n?. du présçfit aijt. 4^7. 

458. Ypip» naaipten^pt quelques obpervatiqn^ par les^uçUies je crpjs 
devoir, pour plus de clarté , cqmpléter les notions qui précèdent ^ avant 
d'exppjser la théorie analytique qui les concerne. 

Je ferai d'abqrd reniarquer que le double i^ujettissementirpposé, 
I ^6 
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art. 455 , de donneur au système B une forme et une grandeur telFos 
que lorsque ce système est dans une position infiniment voisine de celle 
du système A ^ tous les points de ce dernier puissent, sans violer les 
conditions de leurs liaisons , prendre, dans le premier, la place de leur? 
homoïogues , suppose {A etB occupant , comme on vient de le dire , 
des positions infiniment voisines) que, dans le cas où le système A 
aura des points fixes dans l'espace , ces points coïncideront avec leurs 
homologues dans B ^ et que si d'autres points sottt assujettis k être ]x>sés 
sur des courbes et des surfaces, les homologues de ceux-ci seront sur 
les mêmes courbes et les mêmes surfaces. Les espaces élémentaires dp , 
qui entrent dans Tcquation générale de l'art. 455 et qui se rapportent à 
l'une ou à l'autre classe des points dont je viens de parler , devront 
donc ou être nuls ou être déduits d'arcs pris sur des courbes ou des surfaces. 

459. Les changements , infiniment petits , tant de la position géné- 
rale de //^ que des positions relatives de ses points, qui feraient occu- 
per à ceux-ci les ])races de leurs homologues dans B , sont des modifi- 
cations du système , qui ne supposeraient, si elles avaient lieu, aucun 
effort , aucune dépense de force ; chacun de ces points ne doit pas op- 
poser plus de résistance à sa translation , que ne le ferait un point ma- 
tériel pesant, posé sur un plan horizontal , et sollicité par une force 
agissant dans ce pian , a laquelle le point matériel doit céder, quelque 
petite qu'on la suppose, la résistance que ce point peut opposer à son 
déplacement , dans le sens horizontal , étant un zéro absolu. 

Cette indifférence absolue des points d'un système à passer, de leurs 
positions actuelles, à toutes les positions infiniment voisines, que les 
conditions du système leur permettent de prendre, a lieu non-seulement 
lorsque le système n'est soumis à l'action d'aucune force , mais encore 
lorsqu'il est sollicité par des forces qui se font équilibre. On reconnaîtra 
la vérité de cette proposition, si on fait attention que les conditions , 
susceptibles d'être exprimées analytiquement , qui fixent les positions 
respectives que les différents points du système peuvent prendre, assu- 
jettissent chacun d^eux à se mouvoir sur une ligne ou une surface ayant 
une certaine position par rapport aux autres points; l'équilibre qui, par 
l'état de la question, existe entre l'ensemble des forces agissant sur le 
système, suppose un équilibre partiel, entre les efifbrts qu'a à supporter 
Tun quelconque de ces points , et qui sont dûs tant aux puissances ini- 
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niediatèment dirigées sur lui, qu'à celles dont il éprouve Taction par l'in« 
termède des parties du système. Or cet équilibre partiel exi^e que la 
résultante des efforts dont je viens de parler, soit perpendiculaire k la 
courbe ou à la surface sur laquelle le point est obligé de rester, rien ne 
«'oppose donc à ce qu'il éprouve un changement de position infmiment 
petit sur celte courbe ou cette surface. 

460. J'ai dit, art. 889, à propos des équations de condition du système 
funiculaire, que les cordons qui n'éprouvaient aucune tension, ou qui 
étaient lâches, n'étant pas des moyens de transmission des forcea, de- 
vaient être regardés comme étrangers au système. Des considérations 
analogues s'appliquent au principe général de l'équilibre ; lorsque deg 
points d'un système sont attachés les uns aux autres, par des liens ilexibleg 
que les forces en équilibre, sur ce système, tiennent tendus, il faut ex- 
clure des changements de forme qui introduisent des termes dans la 
somme des moments (art. 467) ceux qui rapprocheraient deux quel- 
conques des points, ainsi liés, en détruisant la tension du lien interr 
médiaire. 

Il est visible que les forces appliquées au système, restant les nièmes, 
le rapprochement dont je viens de parler ne peut s'opérer qu'en vertu 
d'efforts supérieurs à la tension du lien , ce qui , d'après l'art, précé- 
dent est contraire aux conditions assignées pour les changements i/îr/u- 
els de formes auxquels sont dûs les termes qui entrent dans Téquatioa 
générale de l'article 455. 

461. Si les liens, qui unissent les différents points du système, sont 
susceptibles d'extension et de contraction , on doit, dans l'éCat d'équi- 
libre, regarder comme invariable l'état ou ils se trouvent, sous ce |)oint 
de rue, parTeSèt des actions des forais, considérer les changements 
i^iriuels de formes, sans avoir égard aux variations de dimensions qu'ils 
pourraient éprouver, en vertu de leur compréssibilité ou de leur élasti - 
cité, si le système était sollicité pr d'autres forces, et supposer que ces 
changements de forme doivent, dans le cas où ils auraient lieu, s'opérer 
de la même manière que si les liens étaient inextensibles. 

Cette condition n'exclut pas le mouventient qu'un anneau peut prendre 
dans le sens de la longueur d'un (il élastique qui le traverse pourvu que 
la teiBian de ce fil reste la même. 

462. Enfin on donnera aux valeurs des incrtn^ents dp qui multiplienl 



les forces P ^dn^, Téqu^lt^Qq. générale de* ra)t..4&ô}, to.ujle k généralité 
po$sil?le^ si le ^stéo^ Mj, daiM s^ positioii mrininaenti voiMoe de celle 
du système ^j e^t placé ^^ mamèr^ q/Jt Iqs: poniis, de ce denûrv ne 
puissent remplacer leurs hor^iplo^i^^i saiis que le système au<|uel ils ap- 
partiennent n'éprouve 5 indépendan^meiK du cbangemeot de farme dû 
aux variations des distances respectives entre ses diiSéteols points , un 
mouvement général, d^ translation ou de rotation , suivant qu'il sera 
libre , ou assujetti à tourner autour d'un point; ou dfun axi^^ 

Four faire concevoir comment la réunion de ces. deux conditions doit 
djOi^ner, ea gji'nérai , aux incréments dp des valeurs complètes, je citerai» 
en, exemple,; le polygone ^niculaire; les n^onientai (art. 467) des forces 
appliquées aux sommets de ses an^es, qui ne se rapporteront qu'a leurs 
changements de positions les uns par rapport aux autres j pourront être 
complètement obtenus en laissant dpux sommets consécutiâi quelconques 
immobiles dans l'espace; sqicrnt ces points immobiles^ ceux que j.'ai ap- 
pelle, art. 394 , le I " et le %^ point ; dès-lprsJe 3? poipt ne pounax:hanger 
de position qu'en se mouvant sur une surface sphérique, de position fixe 
dans l^espace^ le 4^ |K>int devra. se trouver, après le; changement., sur une 
autre sifrface sphérique d'un rayon donné, doqt le centresera undespoints 
de.la.pren)ière surface, etc» et cependant tousiles changements de posi- 
tions relatifs au mode ()c liaison des parties du système, auront été opérés; 
ipçiis si, indépendammen^des mouvement3 cQndilionfpeJs:,: far lesquels 
s'opèrent ces changements, vous imprimez au. système un- mouvement 
général de translation , le i «^'ir. le 2« point pourront prendre des positions 
assujettieS;,à la seule condition de laisser entr'eux. une distance- inva- 
riable ; le 3^ point au lieu de parcourir un arc pris sur uoQ surface sphé- 
rique de position déterminée., pourra parcourir une ligne «{lémentaire , 
faisant avec cette surface un angle quelconque, c'est. sur cette ligne que 
sera Iq centre d'une surface sphérique ayant le 3« côté pour rayon et 
renfermant le 4« point etc. 

Réciproquement , il serait facile d'imaginer d*autres modifications du 
système qui sembleraient netre que. des changements de forme pure et 
simples > et qui , cependant, pourraient, dans chaque: cas, se ramener à 
un changement de cette espèce et à. mouvement général de translation. 

Diaprés ces observations, lorsqu'il s'agira. des moments (art.4S7) des 
forces appliv^uéis à un »^ystème de forme variable , je supposerai que ce 
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système éprouve d'abord une variation infiniment petite dans sa position; 
sans changer dé forme , comme le ferait un système de forme invariable, 
et qull subit ensuite un changement de forme compatible avec les con- 
ditions amcquelles il est soumis y l'incrément dp y pour chaque point» 
sera le résultat de la combinaison de ces deux mouvements , et ce|>en* 
dant Tune ou l'autre des deux parties , ainsi combinées , qui compose- 
ront cet incrément, pourra, dans certains cas, être égale à zéro, soit dans 
l'étendue entière, soit dans une partie du système. 

Suite do ce qui a été dit , art. 83- et guidants , sur le principe des t-iiesses t^ir^ 
tuelles considéré relativement à l'équilibre d'un point. 

463. L'équation 2(Pdp)-=^ùy applicable art. 88, à un point matériel, 
libre y a été déduite, comme conséquence, des équations exprimant les 
conditions de l'équilibre des forces appliquées à ce point, ainsi il est 
démontré que, lorsque l'équilibre a lieu , celte équation est satisfaite. 
L'inverse du théorème est aisée à prouver ; conservant la notation des 
article 83 et 87 , observant que Z (Pdp) =^ p S (P cos. ^) et que 
COS. ^ = COS. a COS. a' + cos. tf cos. tf' + cos. y cos. y' j cos. ^' = 
COS. a cos. a" + cos. tf cos. ^'' + cos. y cos. y^ j etc.^ on peut mettre 
cette équation sous la forme 

(k) . . ^cosa(P'c.a'+etc.)+f)c. ^(P'c.^+ctc.)+^c.y(P"c.y"+etc.)=o 

or f cos. ajf cos. ff et f cos. y sont des quantités absolument arbitraires, 
qui n'ont aucune relation nécessaire, soit entr'elles, soit avec les autres 
quantités renfermées dans l'équation précédente^' prenant, à volonté, 
trois lignes À^j À^, j ><,„ ^ on peut faire () cos. a = À, ^ ^cos. ^= >î„ ^ 

p COS. y = À„, j ce qui donnera () = ^^;.,*+>î„'+^,„* ^ cos. a — -^j 

cos. tf= — ^^ cos. y = — ^. 

II suit de cette indépendance des facteurs ^cos. a^ ^cos. ^^ p cos.y^ 
que les termes dans lesquels ils entrent doivent être séparément égaux 
à zéro; ainsi l'équation (/<'), qui n'est que l'équation S (Pdp):=o, sous 
une forme particulière , ne peut avoir lieu sans que les équations 
JP cos. aC-hetc. =0 ^ P cos. tf+etc. = o^ P cos. /-|-etc. =0^ qui 
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^expriment les conditions de l'équilibre , ne soient satisfaites. C, Ç. F, Z7; 

464. On a vu , art. 40, que si , en conservant l'intensité et la ligne de 
direction de la résultante R de plusieurs forces P' j P" ^ etc. on fait agir 
7?j sur cette ligne, en sens contraire à celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer P' j etc. les forces RjP'jP'^^^tc. seront en équilibre; 
on a vu y ensuite, art. 74, que ,. lorsque plusieurs forces sont en équilibre 
sur un point , Tune quelconque de ces forces peut être prise pour la 
résultante de toutes les autres 9 si, conservant sa ligne de direction on 
change le sens de son action ; l'équation S{Pdp)=zOj peut donc être 
considérée comme exprimant généralement le rapport entre le moment 
d'une résultante et celui de ses composantes, ou comme énonçant que 
le moment (art. 467) de la résultante est égal à la somme des moments 
des composantes , (propriété correspondante à celle des moments définis 
art. 157). 

Ainsi poser l'équation E{Pdp)=^o^ ou dire que la somme des mo-r 
ments (art. 467) des forces P est nulle, c'est dire que le moment de la 
résultante de ces forces, est égal à zéro, et réciproquement. 

465. En général, si on a un nombre quelconque de forces appliquées 
à un même point, et qu'on leur substitue d'autres forces, produisant le 
même effet , ou telles qu'en changeant le sens de l'action de chacune 
d'elles sur sa ligne de direction , ces dernières forces pourraient faire 
équilibre aux premières, )a somme des moments sera la même dans l'un 
et l'autre système de forces. Cette proposition résulte immédiatement 
de ce qui est dit dans l'art, précédent. 

466. Jusqu'ici j'ai supposé que le point matériel était libre j si ce 
point est assujetti à rester sur une ligne ou sur une surface courbe , 
l'équation 2 {Pdp) = o^ n'en sera pas moins la conséquence de l'équi- 
libre présupposé , ou )a preuve de cet équilibre dans le cas où on n'en 
serait pas assuré d'ailleurs; mais il faudra, conformément aux conditions 
prescrites art. 468, que les moments (art. 467) se rapportent à un chaih 
gcment virtuel de position sur la ligne ou la surface même qui ren*' 
i'crme le point commun d'application des forces. 

Les incréments dp remplissant ces conditions, le moment (art. 407) 
de la résultante sera nécessairement égal à zéro, dans le cas d'équilibre, 
car, art. 90 et ici , cette résultante doit être perpendiculaire à l'élément 
i\c ligne ou de çurfacç courbe qui contient le point commun d'appU- 



Section troisième. aor 

cation des forces , et dès -lors , toute projection faite sur sa direction , 
d'une longueur prise sur la tangente, ou sur le plan tangent est nulle; 
mais, diaprés Part. 464,lasommedes moments (art. 45?) des composantes, 
est égale au moment de la résultante donc on a encore Z (P///?)z=.o , 
lorsque des forces, appliquées à un point qui est assujetti a se mouvoir 
sur une ligne ou sur une surface courbe , sont en équilibre. 

467. Réciproquement si on a -S (Pr/p) = o , sans avoir d'autres 
preuves de Téquilibre , et que tout soit d'ailleurs conforme à ce qui est 
dit dans l'art, précédent , on en conclura , d'abord , art. 464 , que le 
moment de la résultante des forces P est nul, et si cette résultante que 
j'appelle Bj a une valeur finie, son moment désigné par Rdr^ étant nul , 
il faudra qu'on ait dr=o , et que par conséquent /? soit perpendi- 
culaire à la ligne ou à la surface courbe qui contient le point commun 
d'application des forces, et cette condition, art. 90 et 10 1 , assure lequi- 
libre de ces forces. 

Dans le cas où la résultante R est nulle, l'équation 2 {Pdp)z=o et 
l'équilibre, ont évidemment lieu en même temps. 

L'équation donnée par le principe général des çîiesscs virtuelles a lieu ^ dans le 
cas de l'équilibre d*un système de forme invariable , et réciproquement. 

468. Je vais considérer le principe des vitesses virtuelles dans un 
système de forme invariable , et je divise la question en deux parties., 
l'une purement géométrique et l'autre mécanique. Je commence par la 
première, qui est relative aux différentes manières dont on peut conce- 
voir le déplacement ou le changement de situation dun corps dans 
l'espace (*). 

Supposons qu'un corps soit placé à l'origine des coordonnées x ^j cl 
Zj nommons centre le point de ce corps qui occupe l'origine, sec - 
tion y la section de ce corps par le plan des x ^ y ^ et employons les 
expressions de centre à l'origine , section à l'origine , centre déplacé, 
section déplacée, respectivement, selon que nous considérons le corps 
auquel appartient ce centre et cette section ^ comme restant à l'origine 

(*) La démonstration qui occupe l'art. 468 et les quatre suivants est tirée d'un 
mémoire sur le principe des pttesses virtuelles et la décomposition des mouwe^ 
ments circulaires ^ que j'ai publié dans le Journal de FEcoIe Polytechnique^ 
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ou comme déplacé. Si ce corps quitte Toriginp pour aller prendre une 
autre position quelconque dans l'espace, la section déplacée et supposée 
prolongée indéfiniment , coupera le plan des a?^jr en une certaine ligne 
droite. Par le centre de la section déplacée, je mène, dans le plan de 
cette section^ une ligne droite parallèle à son intersection avec le plan 
X y y y et par conséquent parallèle au plan Xyj lui-même; j'appelle 
cette ligne axe x ^y ^ du nom du plan auquel elle est parallèle , et elle 
sera Vaxe x^y h l'origine ou Vaxe x ^ y déplacé, suivant que je la 
considérerai dans la section à l'origine ou dans la section déplacée. 

Soit fi l'angle formé par la section déplacée et par le plan -t^ j y ^Qt 
fi? l'angle formé par Vaxe x ^ y 'a l'origine et Vaxe x y y déplacé, oi| 
une parallèle a cet axe passant par l'origine ; cela posé, un changement 
quelconque de position d'un corps primitivement placé à l'origine des 
coordonnées, peut toujours être produit par cinq mouvements indépen- 
dants, dont les valeurs particulières sont déterminées par les positions 
qu'on se donne arbitrairement, du centre ^ de la section et dj? Vaxe x, 
y déplacés ; pour fixer les idées , on peut imaginer que la partie de cet 
axe x^y située dans l'angle des x ^ y positives, accroît, par son dé- 
placement, l'angle qu'elle faisait d'abord avec Vaxe des x ^ et que la 
partie de la sçction comprise entre Vaxe x ^ y tl Vax^ de^ jr ç'élève, 
par la rotation autour de Vaxe x j y j dont nous allons parler, dans la 
région des x ^y ^ z positiiTS. Les circonstances du mouvement ainsi dé- 
terminées, on le produira de la manière suivante: 

i®. Faites tourner le corps autour de Vaxe des z d'une quantité anr 
Çulaire c? ^ sans déplacer le centre à l'origine ; ce premier mouvement 
vendra Vaxe x j y k l'origine parallèle à Vaxe x j y déplacé ou à la 
position qu'il doit avoir après le déplacement du corps. 

^o. Faites tourner, d'une quantité angulaire ^^ la section à l'origine 
autour de Vaxe x ^y k l'origine, dans la nouvelle position que vient 
de prendre ce dernier ; ce deuxième mouvement rendra la section à 
l'origine parallèle à la section déplacée ou à la position qu'elle doit 
avoir après le déplacement du corp$. 

3°. La section et Vaxe x ^y étant maintenus dans des positions pa- 
rallèles k celles qu'on vient de leur donner, faites mouvoir le centre à 
l'origine successivement le long des trois coordonnées du centre déplacé, 
\jt inême procédé s'appliquera à toute autre détermination de^ cir- 

popstapcps 
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constances du déplacement ; et Iç résultat de ces cinq mouvements sera 
la juxta-position complette du centre^ de \axe x ^y et de la section à 
l'origine , sur le centre ^ Vaxe x^ y et la section déplacéa, ou sur le 
point, la ligne et le plan dont ils doivent occuper la place, d'après la 
position qu'on s'est proposé de donner au corps dans l'espace. 

De plus, ces cinq mouvements pourront.s'eflectuer dans tel ordre qu'on 
voudra ; et quel que soit celui qu'on adopte, la position finale sera tou- 
jours la même. 

469. Imaginons maintenant une ligne passant par un des points du 
corps, et faisant avec les axçs des x j des j^ et des z j respectivement, 
des angles a , ^, y , et cherchons , dans l'hypothèse où ce corps éprouverait 
un changement de position infiniment petit, du moins quant aux deux 
mouvements de rotation , de combien le point s'avance dans le sens de 
la ligne; ce qui se réduit à trouver les projections, sur cette ligne, de 
chacun des cinq mouvements précédemment décrits. 

La position primitive et la position que doit prendre, après son dé- 
placement, le point dont il s'agit, sont supposés dans la région des x j 
y j ? positives , entre le plan des j^^ z et un plan perpendiculaire à celui 
des X ^jy passant par Vaxe x^ y s et les deux mouvements de rotation 
se font dans les sens indiqués à l'article précédent. Ces conditions parti- 
culières n'ont pour objet, comme je l'ai déjà dit, que de fixer les idées, 
et n'otent absolument rien de la généralité des résultats; car la marche 
que je vais suivre s^applique indistinctement à tous les cas possibles, en 
ayant seulement égard aux signes des quantités. 

Tout cela posé, il faut chercher les variations des coordonnées x ^y 
et z du point dont il s'agit, dues à chacun des mouvements partiels, 
multiplier ces variations respectivement, j>ar cos. cl ^ cos. ^ ^ cos. y et la 
somme de ces produits ( en ayant égard aux signes ) sera la longueur 
que le point aura parcourue dans le sens de la ligne. 

Commençons par les mouvement^ de rotation. 

Premiermouvement. Le poids décrivant un arcû>^ infiniment petit, 
autour de l'axe des ^ ^ la longueur absolue de cet arc sera cj J/^x' -t-^* j 
et d'après le sens du mouvement, le point s'éloignera du plan a? ^ z et 
s'approchera du plan j' , z ; l'augmentation de jj^ sera le quatrième terme 
de la proportion l/'x^ +y : x II û7l/'a?»+^» : l'augmentation cherchée 
I ^7 
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^=rû X, longueur dont la projection sur la ligne qui fait un angle ^avec 
Taxe des j^^ a pour valeur o? x cos. €. On trouvera de même, pour la 
projection de la diminution de ^^ le produit — c^j-cos. a. 

Deuxième mouvement. Le point décrit un angle ^, infiniment petit, 
autour de Vaxe x,j^ dans la position que cet axe vient de prendre par 
le premier mouvement. La distance de ce point à un plan perpendicu- 
laire à celui AesXyj passant pat Vaxe xy^ est, en nommant ^ l'angle 
formé par cet axe x ^y et par Taxe des x ^ égale ky cos. ^ — .rsin. ^; 
d'où il suit que la distance du point à Vaxe x^y^îX ï^(^'co8^— j'«în^)*+-5* 
et la longueur absolue de l'arc décrit = ^ K (j^cos.^— xsin.^)* + z* • 
D'apri'S la situation du point et le sens du mouvement , ce point 
s'éloigne du plan x ^ y y et s'approche du plan qui passe par \axe 
X y y. L'augmentation de -3 est le quatrième terme de la pro|X)rtion 

\^{y cos ^ — xsin ^)» + ^ * : y cos^ — .rsin^:://I^(^co8^— x8Îii^)'+^* : 
l'augmentation cherchée z=fx{y cos. ç — x sin. <î) ^ longueur dont la 
projection sur la ligne qui fait un angle y avec Vaxe des :5^ a pour 
valeur fx {y cos.<p — xs'm, ip) cos. y. On trouvera de même que^ ;: est 
]a diminution de la distance au plan passant par l'axe Xj yj mais, 
d'après le sens du mouvement, le point , en parcourant la ligne ^^ ^ s'ap- 
])roche du plan XjZ^et s'éloigne du planj^'^ z j d'où il résulte une dimi- 
nution dej^ = — ftz COS. Ip y dont la projection = — fi z cos, ^ cos. ^ y 
et une augmentation de^*=^:;sin.^ dont la projection=^2sin.^cos(Z. 
Troisième y quatrième et cinquième mouvements. Ces trois mou- 
ments produisent des augmentations communes aux coordonnées de tous 
les points du corps, et si e,y e,fy et e,„ sont les espaces qu'il font par- 
courir au centre y parallèlement aux trois axes coordonnées, on aura, 
en projettant ces trois mouvements sur la ligne qui fait les angles ay tf et 
y avec les axes , pour Taugmentation de x y la valeur ^, cos. aj pour 
celle j"^ la valeur e,, cos. <S j et e,,, cos. y pour celle de z. Ces valeurs 
sont supposées infiniment petites ; mais elles pourraient être finies sans 

changer de forme. 

470. Ainsi, en vertu des cinq mouvements décrits dans l'art, précé- 
dent, le point dont il s'agit se sera avancé parallèlement à la ligne qui 
fait avec les axes des x y desj^ et des z y respectivement, des angles a^ 
SqI y y d'une quantité que nous désignerons par dp y et qui a pour valeur : 
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c, COS. a + e„ cos. S + e,„ cos. y ) ^-^^ quantités e, , ^„ , e,„ , ^ , 

I . , / ^\ I ^ et £7 sont constantes dans 

,;„_ J + /W cos. ^ ( r COS. y — -s cos. y) I \,^ , .-> j 

i/pz= ^ . , V 1 1 étendue entière du système , 

+ ^sin. <p {z cos. a_:r cos.y) ^^ ^^^^^^ j^^ ^^^^^^ ^^^„tijés 
+ CD (cr COS. ^— jr cos. a) ] yarient d'un point à Tautre. 

et, quel que soit le changement de position, on obtiendra toujours une 
équation pareille, à cela près que, pour quelques cas, les signes qui 
<1ans le second membre affectent les différents termes de la première 
ligne horizontale, et ceux qui affectent la totalité des autres lignes hori- 
zontales , pourront changer en tout ou en partie; mais dans les deuxième, 
troisième et quatrième lignes, les deux termes renfermés entre les paren- 
thèses seront toujours de signes contraires ; ce qui suffit à l'objet que 
J'ai en vue- 

471. Si' on nomme p, ^ p,, ^ etc. des longueurs prises sur les direc- 
tions des puissances P, j P,, j etc. , appliquées à un système de forme 
invariable et se terminant aux points d'application de ces puissances , 
et qu'on rapproche l'équation de l'art, précédent, de celles de l'art. 846, 
après avoir multiplié celles-ci , respectivement par e, ^ e,, ^ e,„ y ,p cos. i , 
fi sin. ^ y ^ ^ et fait une somme des produits , on aura : 

P, dp, + P„ dp,, -f- P,„ dp,,, -I- etc. = o. 

c'est l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles. 

472. Il est ainsi prouvé que cette équation est satisfaite , lorsque les 
équations d'équilibre de l'art. 346 ont lieu ; il faut maintenant démon- 
trer l'inverse du théorème. 

Substituons, dans l'équation du principe des vitesses virtuelles, pour 
dp, y dp,, y etc , leurs valeurs données par l'équation de l'art. 470; .il 
suit de l'indépendance des cinq mouvements dont la considération a 
fourni cette équation, que tous les produits de P , ^ P,, ^ etc. par les 
parties de dp, ^ dp,, j etc. qui se rapportent k e, ^ e„ ^ e„, ^ œ et fjL^ 
doivent être séparément égaux à zéro; prenant d'abord les groupes de 
iermes multipliés par e, ^ c„ j e„, et co ^ .on a les quatre équations 

P, COS. a, -J- P„ COS. OL,, + etc. = o , 

P, COS. <S, -J- P„ COS. S„ -|- etc. = o , 

P, COS. y, + P „ COS. y„ -J- etc. = o , 

P, (.r, cos. 'S, — y 1^0%. a,) -J- P„{x„cos.S„ — JK//Cos.a„) -|-etc.=:o; 

ensuite il faut observer que dans cette équation de l'art. 470, les termes 
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qui se rapportent à fÂ occupent deux lignes du second membre , dont 
l'une donne la valeur de la partie de Hp qui résulterait d'un mouvement 
angulaire infiniment petit /i cos. ^ autour de Taxe des x^ et l'autre la 
partie du même dp due k un angle ti sin. ^ décrit autour de l'axe des j^ / 
ces deux mouvements de rotation (i cos. ^ et fi sin. ^ autour de l'axe 
des X et de celui des j^, équivalent au mouvement fi autour de Vaxe 
X yy y et font le même effet que ce dernier, quel que soit l'ordre dans 
lequel on les exécute; on peut faire a sin. (p = Sl^ et [i cos. ^ = a/^,,^ 
en désignant par SI, et *Q„ deux arcs infiniment Y^eiws^ et août les 

valeurs sont d'ailleurs arbitraires ; on aura ji = v il^ + ^^^ ^ 
sm. ^ =^ —^ j COS. ^ = — - . 

Il suit de l'indépendance de J2, et i2„ ou des angles /<tsin.^ et^ cos.^, 
qu'on doit égaler séparément k zéro les termes qui dérivent de chacun 
d'eux ; ce qui donne les équations 

Pf {j, cos. y, — s, COS. iî'/ ) + etc. = o , 
P, ( z, COS. a, — Xf COS. // ) + etc. = o. 

et voilà les six équations qui renferment toutes les conditions de l'ëquî- 
libre absolu d'un corps de figure invariable , déduites du principe des 
vitesses virtuelles. 

478. Si le système de forme invariable est assujetti à tourner autour 
d'un point fixe, on peut prendre ce point pour origine et fOMV centre j 
dès-lors les déplacements des différents points du système seront dûs, 
uniquement, aux deux mouvements angulaires œ et fi ^ et il faudra, 
art. 468, faire dans la valeur de dp^ donnée art. 470 , e,=o^ e„'=^o^ 
^m = o , au moyen de quoi elle deviendra 

C fjL cos. ^ ( ^ cos. y — z cos. tS ) 
«3^ = < +/£ sin. ^ ( 5 COS. a — .tcos. y ) 
f + « ( a? COS. S — y COS. a ) 

combinant cette équation avec les équations (^) de l'art. 846, qui sont 
les équations >î = o, //=o, y = o, de l'art. 368, par les procédés in- 
diqués art. 471 , on parvient au résultat ll{Pdp)^=^oj ainsi l'équation 
déduite du principe des vitesses virtuelles a lieu , lorsque celles qui 
expriment les conditions de l'équilibre d'un système de forme invariable 
autour d'un point fixe, sont satisfaites. 
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On prouvera l'inverse de cette proposition par la marche de raison - 
Jiement et de calcul employée art. 472 en ayant égard k l'indépendance 
des quantités ro , /J, cos. ip et fi sin. <p» 

474. Substituant un axe fixe au point fixe et supposant que cet axe 
est celui des z^ autour duquel se fait le mouvement de rotation coj on 
aura e, = o^ e,,= o^ e,„ = o^ ^=o^* la valeur de dp deviendra 

dp =za}Çx COS. tf — jr cos. a ) 

combinant cette valeur avec la première équation (ff) art. 846, qui 
est l'équation y = o de l'article 875 , on parvient encore au résultat 
2 (Pdp) = , laquelle se trouve vérifiée lorsque y = o, et réciproquement. 

475. Le système de forme invariable pourrait avoir plusieurs de ses 
points assujettis à se mouvoir sur des lignes^ ou des surfaces courbes^ 
fixes et tellement placées qu'un dérangement, infiniment petit, de ce 
système, ferait parcourir à chacun des points dont je viens de parler un 
arc de courbe élémentaire, sur la ligne ou la surface qui doit le contenir, 
sans violer les conditions assignées art. 469 et 460. Si dans cet état de 
choses, les forces dont le système éprouve l'action sont en équilibre, les 
lignes et les surfaces fixes qui retiennent une partie de ses points « 
éprouvent des pressions normales dont on détermine aisément les valeurs, 
comme je le ferai voir par la suite, quand le nombre des points, ainsi 
retenus, n'excède pas trois. Soient N^j iV„^ ^///^ ^^c. ces pressions, si 
on leur substitue des forces équivalentes et agissant en sens contraires, 
c'est-à-dire représentant les réactions que les points fixes pressés exercent 
sur le système, on pourra faire abstraction de ces points fixes en supposant 
le système sollicité par les forces P et par les forces N,j iV„^ ^///^ ^^c. 
Le principe général donnera alors, l'équation 

S{PJp) + 2{Ndn)=o 

dn étant la projection de la vitesse virtuelle du point d'application de N 
sur la direction de cette force N\ mais, art. 468, l'arc élémentaire, qui 
représente cette vitesse virtuelle, doit être pris sur une ligne ou une 
«urface à laquelle N est perpendiculaire, donc la projection dn = Oj 
donc 2 {Ndn) = Oj et l'équation donnée par le principe général se 
réduit à 2(Pdp) = Oj bien entendu que les facteurs dp ont des valeurs 
compatibles avec la condition qui assujettit plusieurs des points du sys- 
tème a se mouvoir sur des lignes ou des surfaces fixes* 
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476. Chacune des forces P appliquée au système , est décomposable en 
plusieurs autres Ç,j Q,,^ etc. et les moments respectifs (art. 467) de celles- 
ci étant Q,dq,^ ()„^y„,etc. ona,art.464,P/^/;=(),//y,+ Ç„rf^,,+etc., 
d'où on voit que lorsqu'on substitue , k un système quelconque de forces, 
d'autres forces capables, soit de produire le même effet que les premières, 
soit de leur faire équilibre, si, en conservant leurs intensités et leurs 
lignes de directions, elles agissaient dans les sens convenables, la somme 
des moments sera la même dans l'un et l'autre système de £otcvs. 

477- Qf^ Qn^ Qnt étant prises parallèlement aux axes coordonnes, de- 
viendront pour chaque force P, faisant avec les axes des x ^y et z^ les 
angles respectifs a^ tf^ y^ les composantes rectangulaires P cos. a y 
P cos. t) ^ p COS. y y dont les moments (art. 457) seronf dx. P cos. a ^ 
dj. p COS. S j àz, P COS. y j en désignant par âxj ôy ^ àz les projec^ 
tions sur les axes des x ^y et 5^ de la distance entre le point d'appli- 
cation de P dans le système ^ j (art. 455) et son homologue dans le sys- 
tème B j et observant que ces incréments, ou variations, àx j ôy y as 
doivent, en général, dans les systèmes continus ^ être distingués des 
différentielles dx ^ dy ^ dz qui se rapportent à la distance de deux points , 
du même système , infiniment près l'un de Tautre, la somme des tnomçnis 
Z {Pdp) ou S {P à/?) y prendra la forme 

^ \ P(àx. COS. a + ày. cos. ff + àz. cos. y) \ 

On arriverait immédiatement à ce résultat en désignant par Hj 6 j e ^ 
respectivement, les coordonnée^ parallèles aux x^y et c, de l'origine de 
la longueur/? prise sur la direction de Pj et observant qu'on a, Xjy et 
z étant les coordonnées de l'autre extrémité àç pj ou du point d'applir 
cation de P^ 

p-{/(^x—ay + {y—ùy + {z—c)^ 
d'où on déduit 

âp= àx+ -^ ây+ àzr 

^ P ^ P ^ p 

X — a y — b _ z — c 

on sait que — = cos. a . -^ = cos. o • = cos. y , 

p P P 

donc dp = dx cos. CL-Vày cos. € •\-dz cos. y. 

L'origine de p est, dans les cas ordinaires des forces de la nature, 
considérée comme un centre d'où émane l'action de la force P ^ dont 
ji'jntensité est proport ionelle à une fonction de la distance^. 
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DémoDstration immédiate du principe des vitesses virtuelles , dans le cas de 
Tcquilibre des forces appliquées à un système funiculaire. 

478. Un point quelconque d'un système funiculaire, que je désigné 
par point m,^ et qui est soumis à l'action immédiate de la force P,^ 
appliquée au système, est, en même temps, tiré suivant différentes di- 
rections, parles cordons qui , partant de plusieurs autres points du même 
système, aboutissent au point m,. Les tensions de ces différents cordons 
peuvent être considérées comme des puissances t^ ^ t^^ y etc. dirigées 
sur rrif y et les conditions de l'équilibre exprimées , soit par les équa- 
tions de l'art. 72, soit par celle de l'art. 88, doivent exister entre les 
forces P^ ^ t^ y ij^ y etc. 

Soient t^dr^ y ^a^^js ^ ^^C- '^s moments (art. 467) des forces ou ten- 
sions /^ y t,f y etc. , on a , art. 88 , 

P, dpf -f- /, dXf -I- /„ dXff -f- etc. = o 

et chaque point d'application d'une des forces P fournira une équatiori 
pareille, dans laquelle les variations totales dp^^ d,T^ y etc. , com- 
prennent la somme des variations partielles dues, tant au dérangement 
total du système, qu'au changement des positions respectives de ses dif- 
férents points. 

La somme de toutes ces équations, dans l'étendue entière du système ^ 
sera 

2:{Pdp) + S{tdr) = o 

et en supposant, d'abord , que tous les points d'application des forces 
sont des nœuds fixes sur les cordons , on verra aisément que S(ldT) 
est composée de termes qui, pris deux à deux, sont égaux et de signes 
contraires. En effet soit À^ le cordon, interposé entre le point tw, et le 
point m/ y dont la tension fait éprouver à m, Teffort ou action /,^ il 
est évident que m/ éprouvera une réaction égale et directement opposée 
à cette action, ce qui donnera, 'à chacun de ces points les moments 
respectifs + l^dr, , — /, dr} j mais, on a de plus; dT, = dT/ ^ car le 
cordon À, qui doit toujours , art. 460 , être tendu et conserver sa lon- 
gueur, n'éprouvant, par le dérangement du système, qu'un changement 
de position infiniment petit, soit quant à l'angle qu'il décrit dans l'es-' 
pace, soit quant à sa translation dans le sens longitudinal, les projec- 
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tions dtf et dri y faites sur sa direction primitive, des espaces élémen- 
taires parcourus par ses extrémités Jtfetn/, ne différent entr'elles que 
par des quantités du second ordre, fonctions de sinus verses d'angles 
infiniment petits. 

On a donc ^/r, = //r/ d'ofi t,dT, — //A'/ = o^ et comme Z{tdr) est 
composée de couples de termes pareils on a, par suite, ^(///r) = o^ 
ce qui réduit Téquation précédente à 

2{Pdp)=o 

ou à l'égalité, pure et simple, à zéro, des moments des forces extérieures 
appliquées au système. 

Soit maintenant le point m, un anneau traversé par un cordon qui 
aboutit, d'une part, au point m/ et de l'autre au point m/' j Àj et A/^ 
étant , respectivement, les longueurs de cordon entre m^ et mj ^ et entre 
777, et nij' ) si l'anneau ne coulait pas sur ce cordon, on aurait deux 
couples de moments égaux et de signes contrairea relatifs aux variations 
de^i', et A/', couples que je désigne, respectivement, par /^' et ^"; mais 
l'anneau étant supposé couler et parcourir, dans le sens de la longueur 
du cordon, un espace infiniment petit dœ il faut ajouter cet espace à la 
variation de Xj et le retrancher de la variation de ^1' S cette circons- 
tance change la somme f/+a" des moments dûs à la tension commune 
/, de // et ?s/' ^ çnfji' •\- [i" + /, dœ — tfd(o somme qui est nulle puis- 
que, d'après ce qui précède, At' = o et^''=o. 

Ainsi on arrive encore , dans le cas ou le système a des cordons tra^- 
versant des anneaux , à l'équation X ( P dp)^=. o ; cette équation est gé- 
néralement satisfaite, dans le système funiculaire, lorsqu'on suppose que 
l'équilibre a lieu. 

479. On démontre l'inverse de cette proposition par le raisonnement 
suivant, qui pourra généralement, s'appliquer, dans la même circons- 
tance, k toute espèce de système. Je suppose les intensités, les sens 
d'actions et les directions des forces tels qu'on ait 2'(P/^)=0^ sans 
avoir d'autre preuve de l'existence de l'équilibre. Sv cet équilibre n'était 
pas assuré par l'égalité à zéro de la somme des moments, les points du 
système pourraient se déplacer et parcourir, dans le premier instant, 
des espaces infiniment petits, que je désigne par do, dœ,, ^ etc. } dog 
se rapportant au point d'application de P,^ etc. j mais on établirait 
l'équilibre, que les forces P sont censées ne pas donner, en appliquant 

au 
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au système d^aulres forces 77", y II,,^!!,,,^ etc. dirigées respectivement, 
suivant les lignes dco,j dœ^f y etc. en sens contraire des mouvements 
des points qui décrivent ces lignes. Dès -lors on aurait l'équation 

(i) Z {P dpy+ JI,djr, + n„djr,f+ çXc, = o 

{II, d^ftfy étant le moment de la force 77, et ainsi des autres) laquelle, 
par la condition présupposée de Z {Pdp) =0 , se réduit à 

{2) II,dfr, + II„d^,, + etc.=^o 

les mouvements , d(Of y dcj,, y etc. étant censés s'opérer sans que les 
conditions du système soient violées , ou étant compatibles avec ces 
conditons , je puis, eu égard aux valeurs arbitraires qu'elles comportent, 
considérer dœ, y dcû,fy etc. comme les vitesses virtuelles des points 
d'applications des forces, au moyen de quoi l'équation (2) se change en 

(3) 77", ^û7, + 77',,^o„+ etc. = 

et tous ses termes deviennent négatifs. Or la somme de plusieurs termes 
de même signe ne peut être égale à zéro sans que chacun de ces termes, 
en particulier, ne soit nul. On a donc 7J,^û7, = o^ etc. ce qui suppose 
ou 77, = 0^ etc. ou dco, = 0^ etc. Dans la première hypothèse cha- 
cune des forces nécessaires pour arrêter le mouvement présupposé est 
nulle, dans la seconde hypothèse ce mouvement n'a pas lieu ; il n'existe 
donc dans aucun cas, et l'équation S {F dp) suffit pour assurer l'équilibre. 

Exemple tiré du polygone funiculaire , duquel on déduit , en le généralisant , 
l'emploi à faire des équations de condition d'un système, combinées avec 
l'écpation donnée par le principe des vitesses virtuelles , pour trouver les con- 
ditions particulières de l'équilibre de ce système, et les efforts provenants des 
actions et des réactions que les différents points du systénae exercent les uns 
sur les autres. 

480. La méthode employée dans l'analyse suivante, qui a le polygone 
funiculaire pour objet particulier, peut fort aisément être généralisée 
et appliquée à un système quelconque. Cette méthode est celle par la- 
quelle l'auteur de la Mécanique analytique a fait, du principe des vi- 
tesses virtuelles, ce qu'on pourrait appeller un instrument universel pour 
la solution de tous les problêmes d'équilibre et même des problêmes de 
I ^8 
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mouventent , comme j6 le ferai voir fStr la 0UUe;dle mente totiteTat* 
tention de» élèves. 

F étant une force, appliquée à un des* sommets d'angle du polygone 
funiculaire , et faisant avec les axes des x y y et c ^ les angles a , Sety ^ 
je fais P COS. cl = 4^j P cos. 1^=:^, P ces. y = \f^^ les lettres ^j x ^^ 
-kp devant, aur difTérents points du systl^me, porter les* mêmes* SKrcents 
que les lettres P^ ol^ ^ et y. 

D'après cette notation on pourra, art. 477, écrire, de la manière 
suivante l'équation générale d'équilibre 

^, dx, + ^„ âr,, + etc. 

+ Xi ^Ji +Xn^Jif + etc. > =0 
+ ^p,Jz,+ ^„àz„ +etc. 

481. Il s'agit maintenant d'introduire, dans cette équation , les condi- 
tions qui caractérisent le système funiculaire et on a vu, art. Spr, que 
ces conditions s'expriment par les équations 



0) 



^etc. etc. etc. 

/., , X„, etc. étant les longueurs du i*»^ a«^ «c. côtés;», ,^, ^ «/ ^ 
J?„ fjy,n^ui ^^^' 'c* coordonnées du i«', 2»»«, etc. point (voyez art. 894). 
, Prenant les* variations de ces équations on a 

; [ A, =** 

, (*///— •»//)(J*//»—<^g//)-f-Cr/^/—r//)(dty///—<Jtr//)-H-g///--«//)(<y<w—<»*/i) _ 



:// 



(^////"-^///)(c/-^////"Jj///)4Cr////-r///)(d!r////-rfr///)+(^////-ir^;;)(^^^^ 

etc. etc. 

je multiplie la i^ de ces équation par /, , la i« par /„, la 3* par t,„^ 
etc. /, , /„ , /,„ , etc. étant des quantités indéterminées , j'ajoute les 
équations produits à l'équation de l'article précédent, et j'égale, séparé^ 
ment , à zéro , dans l'équation somme , les coefficients de chaque varia- 
tion , ce qui me donne 
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dÉfe:AoiBts , i 

.48!^. Ces ^^uaiÎQiis «Q^t -de Jfi «lèfne forfne ,que <çell^ de -rart. ^^96 ; 

-*i — ^ — ^^ — ^ —--^ accentuées n<>.k. 



les quantités #^ X^^j 



;^,:etc..wnt,tespecl;i veulent égales aux quantités jP.cosdjP.cps ÏÏ,PçQ$y, 
jço^^t,cçs^ço$ ^'^.pqr^ant ^ jp^mes accents» etjes indétei;qiinée$ / par 
Jesqqe^es «on fi ^multiplié les v^ri^tiqn^ des q^Matipns ,dc çç^njdition, re- 
{)r^lUeAt I^ tenions d^ c^érents XQrdops. La çpiv^binai^an du prio- 
çijpe des vite^es virtuelles avec les équations de condition .(du polygone 
funiculaire » donne donc les équations fondamentales de l'équilibre 4^ 
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ce polygone, et on a ainsi une seconde démonstration de l'inverse de 
la proposition démontrée art. 478. 

483. L'utilité principale de l'analyse exposée dans les art. 480, 481 et 
482 consiste dans la méthode qu'on en déduit en la généralisant, mé- 
thode que nous devons h l'auteur de la Mécanique analytique ^ ainsi 
que j'en ai déjà prévenu. « Connaissant les équations qui expriment les 
« lois de la constitution d'un système quelconque , pour trouver les 
«< conditions de son équilibre, ayez les différent îelles du premier ordre 
^ de ces équations que vous obtiendrez soit par la dî/Iërentiation , si 
«< les équations sont données sous la forme finie, soît par l'intégration 
« si on ne connaît que leurs différentielles d'un ordre plus élevé que 
« le premier; multipliez chacune de ces différentielles du premier ordre, 
« que ^/()=o est supposée représenter, par un coefficient indéterminé 
« K^ et ajoutez Z(A4/()) = oà l'équation générale ^(P^/i)=o, fournie 
« parle principe des vitesses virtuelles; égalez séparément à zéro, dans 
« l'équation -S {Pdp) + 2(KdÇ) = o, le coeflfîcient de la différen- 
ce tielle de chaque variable, et éliminant les coefficients indétermint'*s 
« Kj entre les équations ainsi obtenues , l'une desquelles est désignée 
« par 1/2 = 0, les équations délivrées des quantités X^ et représentées 
« en général par = 0, donneront les relations entre les puissances et 
« les variables du système , qui doivent avoir lieu dans le cas de Téqui- 
« libre; de plus les quantités K représenteront les efforts que Irt diverses 
«< parties du système ont à supporter, d'après la constitution de ce sys- 
^ tème, les actions combinées et les points d'application des forces. » 

Le nombre des équations de condition du système étant égal à m^ 
et celui des points d'application des forces égal kn ^ si les variables des 
équations iiÇ = o et 2 (Pdjj) = o sont les coordonnées de ces points, 
l'égalité à zéro des coefficients des différentielles de ces coordonnées 
dans l'équation S(Pdp) + S{KdQ)=:o, donnera un nombre /x d'é- 
quations éQ = o ^ que l'élimination des m indéterminées K réduira à 
un nombre n — m d'équations a? =r o, délivrées de ces indéterminées 
K ; mais ces équations 07 = 0, étant combinées avec les m équations 
de condition, on aura un nombre n d'équations, sans K^ égal k celui 
des coordonnés des points du système , dont on pourra ainsi calculer li?s 
valeurs, lorsque les puissances seront connues en quantités, directions 
et j5ens d'action. 
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Cémonslration immédiate du principe des vitesses virtuelles ^ dans le cas de 
Péquilibre de l'espèce de système à laquelle se rapportent, en général, les 
machines^ 

484. Le principe des vitesses virtuelles a été, dès long-temps, ap- 
perçu dans l'équilibre des machines y et quelques-unes d'entr'elles le 
rendent presque évident. On en déduit les maximes fondamentales qui 
dirigent les constructeurs éclairés, et je crois devoir préparer les élèves 
à l'étude de la section de cet ouvrage , où je traiterai de l'équilibre des 
principales machines ien leur démontrant les conditions générales de cet 
équilibre indépendantes de tout mécanisme particulier , ou applicables 
à un mécanisme quelconque. 

Il faut d'abord définir le système dont je vais parler, et assigner les 
conditions auxquelles sa constitution est soumise, 

485. Une machine est une espèce de systêmie qui sert h transmettre 
l'action d'une force appellée moteur ^ appliquée à l'un de ses points, 
à un autre point du même système , qu'il s'agit de mettre en mouve- 
ment en surmontant une résistance y ou une seconde force appliquée 
à ce dernier point. La mesure de ce qu'on appelle Veffet utile de la 
machine ^ tient a dos considératifons de mouvement , dont il n'est pas 
encore temps de parler aux élèves, et je me borne, dans cette première 
partie du cours , à la recherche des conditions de l'équilibre entre le 
moteur et la résistance y recherche qur est un préliminaire indispen- 
sable pour la détermination de Veffet utile. 

486. La condition, qui caractérise l'espère die système dont je parle, 
consiste , en ce qu'un mouvement déterminé du point d'application du 
moteur, donne un mouvement, pareillement déterminé, (quoiqu'en gé- 
néral différent de l'autre) non-seulement au point d'application de la 
résistance , mais à toutes les parties du système , ou pièces de la mu" 
chine ^ employées à transmettre au second point , l'action qui s'exerce 
au premier. 

Dans le cas où les forces appliquées i ces points , que j'appellerat 
points extrêmes du système, sont en équilibre, et que, par conséquent , 
les pièces intermédiaires exercent des efforts ou pressions les unes sur 
les autres , un mouvement déterminé d'une de ces pièces , donne aussi 
des mouvements déterminés à toutes les autres et aux points eietrèmes. 
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487. Pour fixer les idées, on peut concevoir une suite de corps dont 
chacun, pouvant prendre un. mouvement qui lui est partictflier^ a deux 
de ses points en contact, l'un avec le corps précédent, et Tautre avec 
le corps suivant. C'est par le moyen de ces points de contact que le 
•changement de iposkipn d'un'tles tiorps »m :fl?une des f(i^pesi4u système 
ou de Ia:machine , occadionne uq changement ^-position coirresppoflaiit 
dans tous lies autres .corps ou ttoutesJosautves pîèc^. 

.488.!Le6 pomts de contact, dont je viçns de {Barler, -peuvent lêtre des 
articulations telles que dans un dénangemenC de deux pièces <oqtigues 
de la machine, ces points, par lesquels celles 9eitp|i0l[i«pt.j-iQe se séparant 
pas et déccivent un- même arc de courbe, 

489. Ces mêmes points de contact peuvent «e trouver mi deux sur* 
faces couvbeis .appartenant , fres^pectivemont , au^ deux^pièce^ contigues, 
et glissant l'une sur l'autre., lorsque \ces rpicces -chaDgeot de pçusitÎQn ; 
dans ce cas , les points qui se touchaient d'a)>oricl , peuvent {»e/iéparer, 
apr^ le dérangement des pièces. contigues, ()«s -surfaces CQntifiuant to|i* 
jours à gliaser l'une sur l'autre ) et décrire <cba(Cuiii 4^ arcs de çQurbe 
particuliers, dont les formes dépendent des mouvements que :les coi^ 
iiuxquels ils appartiennent sont capables de .prendre. 

49Q. Je fais abstraction de certaines résistances qui , lorsqu'on a égard 
à l!état physique des choses , doivent entrer -efi considération d^ps les 
calculs relatifs à l'équilibre et au mouvement .<les machines, et sur les- 
quelleSije donnerai les détails nécessaires ,dfU}S<laf}uatrièine<^B^ion. de 
cette première partie du cours. Ces résistances sont celles qu'-onidéffigae 
par les mois adhésion , frottement , raideur ^es corder et ,^fs chaînes. 
Il est nécessaire lie les. regarder, comme null(;s,;si on veut çf^t\\i^moki' 
/i/e dp système,. sollicité par des forces , repréjsente rigeH^epseipept^on 
é^uilil^re j :çt qxie , dans cet état d'équilibre, les conditionpr^npnc^ 
art. 469 , soient satisfaites , c!est-à-dire qp'il :n'y ait .p^s derfoifce,.si 
petite qu'on: la, suppose, qui, agissant :à. un point d'articul^tipn 40U de 
contact , ne produise un mouvement général dans le système. 

491. Ainsi le mot résistance jsera , dirns ces premières nQtiops f;éné- 
rales survies machines , employé uniquen^^nt à désigner la. fiorce «appli- 
quée au. point. de< la machine que le moteur doit mettre- ep.niOMvemeiit 
pour. obtenir l'^i^^f^/Z/e de, cette machine. 

49â..Ces préliminaires. posés, je vais d'abord prqqver queréquUîbre 
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ayant Vie^ entre le moteur e( la résistance > l'équation du principe des 
vitesses virtuelles est satisfaite tant lorsque, les parties, ou pièces delà 
machine agissent les unes sur les autres' par âesconlacls de surfaces que 
htÉqû'elïe^ ^OTïtYié^srk ar'ircu fat fans. 

Concevons une suite de n corps solides, désignés' respectivement par 
mf^ /w'% mf''j etc. ;wW qui, ainsi que je Pai dit plus haut, forment un 
système tel , que si le pftmier corJ)ô m' prend un mouvement déterminé, 
tous les autres prennent aussi des ihouvements déterminés. Une force 
P ^^- appliquée àuti point du corps m' ^ que je nomn^erai point f£' j 
ce même corps m^ est en contact avec le corps m" par tin point û^ ^ 
lequel presse un point ^'' du corps m^'^' et derûirer corps presse par un 
de ees prâits i^' le pôitlt^''' de mf'^ et<?. 

Enfm le point d'application dç^ la rési$td0ce Rj q^t se trouve 8u^ le 
corps mM , sera désigné par ^°} , (^) élaût un nuitiero d^aocentuation. 

J'observe maintenant que le corps m% si on en séparait le reste du 
système , conserverait son équilibre particulier, pourvu qu'il contintiat 
ai éprouver , au point /x-> Vacriott de h' force P^ ety ati point ^^ ufte 
cUctfdn , Mi'lfiafe à la sUrfecé qdi^ i«lffernié ce poiftt r équivaiènti^ à ceile 
que ce même point reçoit de la part di>f c6^ps M^^ désignant* cette fvesh 
si<M noi<Mi^le^ ptàt^ IV' ^ coftcet^m que le corps mf éprouve un dérange^ 
tnerit iiifîiitrtient pipfit, qui-, d-'aptè^ 1^ conditions d -^dessus anignée^-y 
fait parcourit-au point/^^^ttr unecourbe-déterminéey et au point^Mrune 
autre courbé pafreillemeitt déterminée, des avcd éiémeiitatrelp que ledé-* 
tigilé te^]^rivertiénr]itfr <// c^t ii^ ^ on a, ^ et dnf étant les* ^rojectioos 
dé di/ et d^ sur les directions de P et de If Pèquôtîow 

cette équation dok , quelque» soient les conditions auxquelles le mou-^ 
Vcmeot de m^ est asfsujetti, trouver sa démonstration, soit à l'art. 468 
JM>it à l'uh de <:eux qui le suivent jusqu'à l'art. 4^5 inciUisive^entv 

: Pareillement le corps m" y si on en séparait le reste du systêftte, conser- 
verait aussi soi^ éqUilibir particulier, pourvu qu'îloontinuât à, éprouver, 
mi point fjt" , Une pression normale égale à iV';, et, aU point ^', une 
pression normale équivalente à celle que ce mènfie point reçoit de la part 
du corps /»'". Désigrtant par.iV" cette pression normale, pSLt.d^^d^^ 
et dn" les quantités coreespondante» à d^f' , de' et dn^ , représentant , 
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de plus, par dn' , la projection de i/y" sur la direction de N , on a, 

N'dnf, + N"dn" = o 

Les corps ou pièces de la machine i»'", m"'' ^ etc. fourniront des; 
i^quations semblables, 

N" dn", + N'" dn'"=o 

N'^'dn'",+ N'"'dnf'"=o 

etc. 
et le corps /nC°), où se trouve le point 0i!^) d'application de la résistance, 
donnera la dernière équation 

iV(»-») dn^"-^) + Rdr=o 
dr est la projection, sur la direction de Ry de Télé^nent de courbe par- 
couru par son point d'application 0^^. 

Ajoutant toutes les équations précédentes on ^ 

(i) . . . P^/; + iV'(^//i' + rf/z',) + iV'^(^/ï'' + ^/ï'',)+etc. , . . +/îi/r=o 

et je vais prouver que chacun des termes de la forme N{dn+dn,) est, 
en particulier « égal à zéro; la preuve donnée pour l'un de ces termes 
sera applicable à tous les autres. 

493. J'appelle surface e la partie de la surface du corps' m^ sur laquelle 
se trouve le point 0' ^ et surface v^ la partie de la surface du corps m" sur 
laquelle se trouve le point fi'^j ces surfaces * et y sont censées com- 
prendre autour des }X)int6^ et^^^ par lesquels elles se touchent , desaires 
courbes de grandeur quelconque mais dont toutes les sections planes , 
faites par ces mêmes points, sont des courbes continues s je mène à e 
et y, avant que le système ait éprouvé le dérangement infmiment petit 
auquel sont dûs les moments N'dn' et N'dn', , un plan tangent commun 
qui renferme , par conséquent, ff et (i" ^ et désignant ce plan pwr plan 
Tj je le considère comme fixe dans l'espace. Après le dérangement du 
système, les poînis et ^'^ sont à des distances respectives dn' et dn^, 
du plan fixe T^ et les surfaces e et v ont un nouveau point de contact ; je 
nomme d/i la distance de ce dernier point au plan Tj ds &r distance au 
point 0j et da sa distance au point u'^ j les lignes ds et da ont, en 
vertu du mouvement du système, décrit dans l't^space, des angles infi- 
niment petits; représentant respectivement par ^ret dfJt leurs inclinai- 
sons sur Iç pUui T après le dérangement, on a 

dn' 
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dn! = dh + d$ dr 

dn/f = dh + dad(^ 

et en retranchant ces équations l'une de l'autre 

dnf = dnff + dsdr — dodç 

équation qui revient à dn/ ^=^dn' , en négligeant les quantités d'un ordre 
supérieur au premier. 

Si on observe, maintenant, que les moments N'dnf et Ifdnf , sont 
toujours de signes différents , il sera manifeste que chacun des termes 
de la forme N {dn+dn,) est , en particulier, égal à zéro C. Ç. F. D. 

494. La vérité du résultat auquel je viens de parvenir, dans le cas gé- 
néral oii les pièces du système agissent, les unes sur les autres , par contacts 
de surfaces, est manifeste dans le cas particulier où ces pièces sont réu- 
nies à articulations j et où un dérangement du système fait parcourir le 
même arc élémentaire de courbe aux points ^ et ^'^; cet arc de courbe, 
peut être représenté par dn^ ou dn^^^ qui n'étaient d'abord que des projec- 
tions, et qui sont ici les vitesses virtuelles même, dont la direction com- 
mune se confond avec celles de l'action et de la réaction, égales entr'elles 
et désignées par N'j que les deux pièces contigues du système exercent, 
l'une sur l'autre, dans le sens du mouvement que peut prendre leur point' 
à^ articulation. 

On a donc immédiatement, N' dn' et N'tln', étant des moments 
égaux et de signes contraires , N' {dn' ^dn'^ = o, et chacun des autres 
termes dûs aux pressions N donne une équation semblable. 

496. Ainsi, quelque soit le mode de transmission, par le moyen d'une 
machine quelconque , de l'action du moteur au point d'application de 
la résistance ^ on a toujours , dans le cas de l'équilibre , l'équation 
T?dp=-Rdr^ telle qu'on la déduirait du principe des vitesses virtuelles. 
On a, depuis long- temps, démontré ce théorème dans quelques cas 
particuliers, (voyez la section 9 de la mécanique de Varignon , im- 
primée en 1726 ) , mais il était bon d'en rendre la démonstration 
générale et indépendante de toute considération de mécanisme qui 
n'aurait qu'une machine, ou une seule espèce de machine pour objet. 

496. Les incréments dp et dr sont, dans les cas de pratique les plus 
ordinaires, les vitesses virtuelles mêmes des points d'application de P et 
de R^ qui se trouvent ainsi dirigées dans le sens des lignes que le méca- 
\ -»9 
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nisme de la machine permet à ces points de parcourir; une machine doit 
aussi , en général , être constituée de manière que l'équation Pdp=Iidr, 
soit vérifiée lorsqu'on substitue des espaces finis aux espaces élémentaires 
dp et dr^ et on éprouve des pertes sur V effet utile de celles oii cette 
condition n'est pas remplie. Je donnerai, dans la !i«. partie du cours ^ 
quelques développements sur ces propositions. 

Le système pour lequel on vient d'assigner les conditions d^éguîllbre entre un 
moteur Qi une résistance ^ est considéré sous un point de vue plus général, et, de 
plus , on le .Mippose soumis à l'action d*un nombre quelconque de forces. Rap- 
port entre le nombre des équations de condition de ce système et celui des va- 
riables auxquelles on rapporte les positions respectives de ses diflerents points. 

497. Je vais envisager le système dont il a été question dans les art. 
précédents , sous un point de vue plus général , et supposer que chacune 
des pièces de ce système est unie, par contact ou articulation j à un 
nombre quelconque d'autres pièces, et que, de plus, tous ces points de 
contact ou ^articulation ^ sont sollicités par des forces extérieures, la 
constitution de ce système étant toujours telle qu'un mouvement déter- 
miné d'un de ses points donne des mouvements pareillement déterminés, 
quoique différents entr'eux , à tous les autres points. 

m' y m" y m'" y etc. désignant, comme précédemment, les différents 
corps du système, le corps m' est sollicité par les forces P', , ^'hj P' us^ 
etc. aux points ^^^ ^ n^ ^' m^ ^^^ '^ ^^ trouve uni, soit par contact ^ 
soit par articulation ^ avec les corps m! ^ m" j m'" ^ etc. soient N' ^ j 
-A^'yy ) ^' i;i y ^tc. les pressions normales aux éléments de courbes que 
^ i > ^ il y ^ m > ^^^' so"^ assujettis à parcourir, lorsqu'un des points du 
système éprouve un dérangement, on aura, art. 468 et suivants, pour 
le corps m' y dans le cas de l'équilibre une équation de la forme 

P',dp\ + P\,dp'^^ + etc. + N'^dn'^ + ^^,^/^^, + etc. = o 

et les autres corps du système donneront des équations semblables. 

S% a • 

I on réunit toutes ces équations , Téquation - somme représentant 

l'équation (i) de l'art. 492, contiendra Z{Pdp)çi une suite de termes 
de la forme N {dn + du'), dont chacun se composera, comme à l'art, 
cité, des moments respectifs Ndn et Ndn' d'une pression normale com- 
mune H deux corps contigus. On pourra donc appliquer, à cette couple 
de momeats iV (^dn + dn'^y les raisonnements et les constructions de 
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l'art. 498, et on arrivera au résultat S j N{iin + dn') \ =0, d'où on 
conclura l'équation 2 {Pdp) =zOf telle que la donne le principe des 
vitesses virtuelles. 

498. Les preuves des propositions inverses de celles qui ont été dé- 
montrées depuis l'art. 492, s'obtiennent par des raisonnements absolu- 
ment semblables l\ celui de l'art. 479. 

499. Il me reste à examiner, relativement au système dont je viens 
de m'occuj)er, comme je l'avais fait pour ceux dont il a été question 
avant l'art. 484, quel est le rapport entre le nombre des variables aux- 
quelles on rapporte les jx)sitions respectives dt*s difféi*ents points d'ap- 
plication des forces, et le nombre des équations de condition qui existent 
entre ces variables. Ce rapport se déduit bien simplement de l'hypothèse 
faite sur la constitution du système ; puisqu'un mouvement déterminé 
d'un des points donne lieu à des mouvements pareillement déterminés de 
tous les autres, on doit avoir un nombre d'équations entre les variables 
auxquelles on rapporte les positions de ces points, tel que la connais- 
sance d'une de ces variables suffise pour avoir les valeu]*s de toutes les 
autres ; il faut donc que le nombre des variables excède d'une unité 
seulement le nombre des équations. 

500. J'observerai, avant d'aller plus loin, que j'ai spécialement consi- 
déré les moments, depuis l'art. 484, comme dûs aux changements dé 
forme du système, ou aux variations des distances respectives entre les 
corps qui le composent, et on peut, en général, ne les envisager que sous 
ce point de vue relativement aux systèmes dont il est question depuis 
l'article cité jusqu'à l'art. 496. Cependant les raisonnements et les dé- 
monstrations qui précèdent n'en sont pas moim applicables aux moments 
pris avec leurs valeurs complètes, comprenant la partie due au chan- 
gement de position que le système peut prendre en conservant sa forme, 
ainsi qu'on le verra expliqué ci -après art. 5o3. 

J'ajouterai que les raisonnements et l'analyse consignés dans les six 
articles qui précèdent l'art. 484, s'adaptent immédiatement aux valeurs 
complètes des moments. 

GcDcralisalîon du principe des vitesses virtuelles. 

5oT. La théorie que j'ai exposée depuis l'art. 464 et les applications 
que j'en ai faites à différentes espèces de système, fournissent les moyens 
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de démontrer que Téquation déduite du principe des vitesses virtuelles 
est généralement satisfaite lorsqu'un système quelconque de corps so - 
lides est en équilibre. Avant d'entrer dans quelques détails, à cet égard, 
j'observerai que tout ce qui a été dit, depuis l'art. 386, sur l'équilibre 
d'un système de cordons parfaitement flexibles et inextensibles, est ap- 
plicable aux cas où ces cordons deviendraient des verges rigides infle- 
xibles, tenant les unes aux autres par des articulations placées aux points 
qui répondent aux extrémités ou aux sommets d'angles des cordons. 
J'ajouterai qu'après cette transformation du système, l'équilibre sub- 
sisterait encore si, conservant les intensités et les lignes de direction 
des forces , on changait le sens de l'action de chacune de ces forces. Par 
l'effet de ce changement, les forces qui tenaient un cordon tendu, en 
tirant ses extrémités dans des sens opposés , agiraient sur ces mêmes 
extrémités de manière à les rapprocher si la verge était compressible , 
mais les équations d'équilibre n'en auraient pas moins la même forme 
dans l'un et l'autre système auxquels on pourrait appliquer indistinc- 
tement la première partie des raisonnements consignés dans l'art. 478, 
où on a prouvé que le principe des vitesses virtuelles avait lieu dans 
l'équilibre du système funiculaire. 

502. Enfin la démonstration de l'art. 478 , considérée relativement 
à un système funiculaire, a lieu non seulement lorsque les cordons sont 
parfaitement inextensibles, mais encore lorsqu'ils sont élastiques et ex- 
tensibles en vertu de celte élasticité, suivant des lois quelconques. Cette 
circonstance introduit dans l'équilibre général d'un pareil système, la 
condition de l'équilibre particulier , pour chaque cordon , entre les 
composantes qui agissent dans la direction de ce cordon et la force 
élastique qui tend à rapprocher ses extrémités, et lorsque cette condi- 
tion est remplie , et que tous les cordons ont pris le degré d'extension 
que comportent les actions des forces, on doit, d'après ce qui est dit, 
art. 461 , en les considérant sous le point de vue de l'application du 
principe des vitesses virtuelles, raisonner comme s'ils étaient inexten - 
sibles. 

Des observations semblables s'appliquent aux cas des verges suscep- 
. tlbles de contraction dans le sens de leurs longueurs, de flexions, etc. 

503. Qu'on ait , maintenant , un système quelconque en équilibre , 
auquel on fasse subir un changement de position infiniment petit , 
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Compalible avec les conditions auxquelles sa consliliiiiun esl soumise; la 
projection dp, sur la direction d'une des (urces P appliquées au système, 
de la fliesse firtuelle du point d'application de celte force ou de l'es- 
pace ([■lémentaire que le dérangement de ce point lui aura fait par- 
courir , pourra , d'apri'S ce qui est dit art. 46a, être regardée comme 
composée d'une partie de/ due au changement général de position que le 
système peut prendre en conservant sa forme, et d'une autre partie dr^ 
due & son changement de forme , de manière qu'on ait dtf + dr^dp j 
et il s'agit de prouver que, dans tous les cas, 

Z{Pdei)-\-X{Pdr) = 2:{Pdp) = o. 

£(^Pdq^ étant le résultat d'un dérangement dans lequel tout se 
passe de fe même manière que si la forme dir système était invariable, 
et qui i)ermet de la supposer telle, on doit appliquer à cette somme 
tout ce qui est démontré art. 468 et suivants, sur la somme des moments 
(art. 457) d'un système de forme invariable, en équilibre , ainsi on a 
2^(Pdç)^0. Cette équation aurait pu se conclure de ce qui est dit art. 
384 où on a vu que des forces en équilibre sur un système de forme in- 
variable , doivent d'abord satisfaire aux conditions de l'équilibre d'un 
système de forme invariable, auxquelles il faut ensuite ajouter d'autres 
conditions relatives à la constitution particulière de ce système. 

504. 11 reste à prouver que S(Pdr) = o, le produit P dr étant le 
moment d'une des forces P appliquées au système , dû au changement 
de forme de ce système. Si je considère le point d'application de P 
comme sollicité par cette force P et par plusieurs autres forces IT 
équivalentes, k tous égards, aux efforts que le point dont il s'agît a a 
supporter en vertu de sa liaison avec les autres points du système , faisant 
le moment d'une de ces dernières forces égal à II dp , l'équilibre par- 
ticulier , qui existe entre les forces P et H , permet de regarder leur 
pomt de concours comme libre, et donne entr'elles une équation delà 
forme de colle de l'art. 87 ; prenant la somme de ces équatioris, on a,, 
dans l'étendue entière du système, 

i:{Pdr)\2{ndp)=o 

observons maintenant que deux points quelconques d'application des 
forces P çX II agissent l'un sur l'autre par l'intermède de corps, faisant 
partie du système, qui appartiennent, ou par leur mode effectif de com- 
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position, ou par les effets qu'ils produisent, à la classe des moyens sui- 
vants de transmission des forces , savoir : des verges rigides et inflexibles , 
des liens flexibles susceptibles, ou non, d'extension et de compression, 
enfin des combinaisons de pièces qui se pressent réciproquement par des 
articulations ou |)ar des contacts de surfaces. 

D'après la démonstration donnée art. 478 et, en ayant égard, pour la 
généraliser, à ce qui est dit art. 460, 461, 5ot et 5o2 on voit que dans 
les deux premiers cas de la liaison des points dont il s'agit , qui aurait 
lieu soit par le moyen d'une verge rigide soit par un autre lien flexible 
mais continu^ ces deux points, ou donneraient entr*eux , une couple de 
moments égaux et de signes contraires, ou donneraient, avec un troisième 
point , deux couples de moments dont la somme serait égale à zéro ; ainsi 
tous les points, liés de cette manière, ne fournissent aucun terme à la 
somme 2 {II dç), 

5o5. Dans les deux cas, dont je viens de parler, ou les projections des 
vitesses virtuelles de deux points entre lesquels il y a action et réaction, 
sur la droite qui joint ces deux points, sont égales entr'elles, ou bien 
Ja somme des projections de la vitesse virtuelle d'un de ces points, (faites 
sur deux droites qui le lient au £« point, et à un 3*^) , est égale à la 
somme des projections correspondantes relatives à ces deux derniers 
points, faites, respectivement, sur les mêmes droites ; il n'en est pas 
de même lorsque les actions réciproques de deux points, s'exercent par 
l'intermède de pièces à articulations ou à contacts} dans ce cas , non 
seulement les variations ou projections dp ^ relatives à l'un et à l'autre 
point, peuvent avoir entr'elles des rapports quelconques, mais encore 
ces projections ne doivent pas être prises sur la droite qui réunit les 
points dont il s'agit, vu que la direction , suivant laquelle l'action de l'un 
s'exerce, se transmet à l'autre suivant une direction différente. Cepen- 
dant, si on considère que ces actions réciproques font supporter des ef- 
forts aux points à* articulations ou de contacts tels que les actions étant 
données, les efforts s'en déduisent, et réciproquement, on reconnaîtra 
que cette partie du système général, est un système particulier de l'es- 
pèce de ceux dont il a été question art. 497 , sur lequel les forces U y 
prises dans les sens convenables, doivent se faire équilibre, ce qui lui 
rend applicable la démonstration donnée à l'art, cité, pour le cas géné- 
jral où ce système particulier serait un moyen de transmission d'actiou 
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entre un nombre quelconque de points. Or on a vu , au même article, 
que la somme des momenls des forces qui équivaudraient , qu^nt à Vef^ 
kt , aux efïbrls supportés par les points de contact, et celle des monicnta 
. des forces qui sont ici représentées par // sont j chacune en particulier 
égale a zéro ; ce ^* cas de la liaison des points du système ne fournit , 
Comme les deux premiers , à la somme — {IleJç) que des quantités qui 
se détruisent réciproquement. 

506. On a donc , généralement , d'aprt-s ce qui est dit dans Us deux 
art. précédents, S i^IJJp)^=o, d'où on conclut S (^Pdr)^^o , et par 
suite, art. 5o3,£ } Pidef-^dr) j ^o: la somme des variations partielles 
d(i et drest, art. cité, égale à la variation totale d/j ^ donc Icquatioil 

est satisfaite dans le cas de l'équilibre des forces appliquées à un sj-s- 
tême quelconque. 

507. Voici une autre marciie de raisonnement pour arriver au même 
résultat, en s'appuyant sur la lliéorie démcmtrée art. 497, ^rjB et 499. 

Laissant de cûté la partie d// de la variation de d/fjsvr laquelle je ne 
pourrais que répéter ce qui est dit précédemment , pour m'occuper uni- 
quement de la variation partielle dr^ j'observe que si , dans un système 
quelconque sollicité par des force» en équilibre, le déplacement d'un 
des points, par rapport aux autres, n'entraîne pas les déplacements de 
ceui-ci , le point déplacé [>ourra , d'après les conditions du système, 
avoir un mouvement, ou absolument indépendant, ou lié seulement aux 
mouvements d'une partie des autres points de ce svstéme; ces dernières 
circonstances ont lieu lorsque le nombre des variables desquelles dépen- 
dent les jmsi tiens des points d'application des forces, excède de plus d'une 
unité le nombre des équations qui établissent la constitution du système. 

Considérant donc isolément un des systèmes partiels de points dont 
les mouvements sont liés i celui de l'un d'entr'eux , et qui peuvent 
changer leurs positions respectives sans qu'aucun des autres points du 
système total se déplace , j'observe que la démonstration de l'art. 497 
est spécialement applicable à ce système partiel sollicité par des forces 
entre lesquelles il doit exister un équilibre indépendant de l'équilibre gé- 
néral , puisque les forces et les résistances des autres parties du système 
ne pourraient pas empêcher les déplacements des points de ce même 
»yst6mc partiel si son équilibre n'avait pas lieu. 
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Passant à un autre point du système total , non -compris parmi ceux 
dont je viens de parler, je considère le second système partiel composé 
de ce point et de ceux dont les mouvements déj^ndent des siens, comme 
uni au premier système partiel de manière que les mouvements de l'un 
et de l'autre soient liés par de nouvelles conditions compatibles avec 
celles auxquelles ils étaient déjà assujettis chacun en particulier ; il y a; 
en général , une infinité de modes de liaisons qui peuvent remplir cet 
objet et qu'on imaginerait aisément dans les cas où on aurait à les 
employer. 

Ainsi voilà deux systèmes partiels, parmi ceux qui composent le 
système total , qui d'indépendants qu'ils étaient, quant aux changements 
de forme, sont liés de manière qu'on peut appliquer, dans le cas de 
l'équilibre , à l'ensemble des points qui les composent et des forces 
appliquées à ces points, la démonstration de l'art. 497; mais ce que je 
viens de faire pour les points et les forces de ces deux systèmes partiels, 
peut évidemment s'étendre à tqus les points et à toutes les forces du 
système total , d'où je conclus que la somme des moments (art. 467) des 
forces appliquées à un système quelconque peut toujours, dans le cas 
de l'équilibre de ce système, être rendue nulle, en réunissant aux condî-i' 
tions déjà existantes d'autres conditions avec lesquelles les premières 
gont compatibles. 

Ilé'agit ici des moments Pdr dûs au changement de forme, et réu- 
nissant l'équation S(P rir) = o avec l'équation S(Pdç)=zo relative 
au mouvement général du système et démontrée art. 468 et suivants, on 
a comme à l'article précédent S (P df?) = o. 

5o8. Lès équations de condition données par la nature du système 
que j'apj>el]e équations du système y et celles qu'on peut leur ajouter, 
d'après ce qui est dit dans l'article précédent, que je désigne par le nom 
(Inéquations auxiliaires ^ liant tous les points de ce système de manière 
que le mouvement de l'un d'entr'eux détermine le déplacement de 
chacun des autres, le nombre total de ces équations doit , art. 499, être 
moindre d'une unité que le nombre des indéterminées desquelles dé- 
pendent les positions des points d'applications des forces. Si après avoir, 
dans l'équation générale J^ {P dp) = o, exprimé les incréments dp en 
fonctions de ces indéterminées et de leurs variations, on divise tous les 
jermes de l'équation par Tunç de cea variations, on y aura un nombre de 

rapportç 
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rapports de la forme —j — égal au nombre total tant des équations du 

syslême que des équations auxiliaires^ et on pourrait (dans l'hypothèse 
où les équations auxiliaires dont il suffit, comme on le verra ci -après, 
de concevoir la possibilité, seraient réellement posées et employées) 
par le moyen des différentielles premières de ces diverses équations , 

éliminer tous les rapports -^ — de l'équation générale donnée par le 

principe des vitesses virtuelles qui ne contiendrait plus que les puissances 
et les indéterminées du système sans variations. 

Ainsi /î = o^ S = o^ etc. étant les équations du système y ^ = o ^ 
a=Oy etc. les équations auxiliaires ^ et ©=o l'équation à laquelle 
on parviendrait en éliminant, parle moyen des équations dR = Oj etc. 

df = Oj etc. les rapports -j — de l'équation S {Pdp) = o , mise sous 

dfjL 

la forme convenable, on aurait, après l'élimination, un nombre d'équar 
tions finies iî = o, etc. f> = o, etc. = o, égal h celui des variables 
relatives aux positions des points d'applications des forces , équations 
toutes compatibles avec la constitution du système et les conditions de 
son équilibre qui aurait nécessairement lieu lorsque l'équation ^ =?= o 
serait satisfaite. 

609. Telle pourrait être la marche du calcul pour arriver aux déter- 
minations ultérieures des relations entre les puissances et les indéter* 
minées desquelles dépendent les positions des points du système dans le 
cas de l'équilibre, si on employait réellement les équations auxiliaires j 
mais ces équations hypothétiques ne doivent jamais être d'aucun usage, 
lorsqu'on a & faire des applications du principe général , il en a été ques- 
tion , une fois pour toutes, dans la démonstration précédente, parée 
qu'elles étaient nécessaires k la marche du raisonnement, et l'objet qu'on 
s'est proposé, en les y introduisant, est complètement rempli dès que 
l'on conçoit seulement leur possibilité, 

La preuve de celte proposition est une affaire de pure analyse; on dé- 
montre d'abord que le procédé d'élimination donné , dans l'art, précé- 
dent , conduit rigoureusement au même résultat qu'on obtiendrait en 
suivant la méthode de l'art. 488 ; or /// étant , comme à l'art, cité, le 
nombre des équations 4u système ^ n le nombre des variables dcs- 

I 2o 
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quelles dépendent les positions de ses points , et , par conséquent , 
n — m — I le nombre des équations aumliaires y on arrive^ en em- 
ployant toutes ces équations , taot donaées qu'hypothétiques, par Ws 
i:ègle» que prescirit la ittétjbade 4e l'art. ^(83, à une équation unique dé- 
livrée dvs indélermiaées^Xy éqoatîo» que )'ai désignée par Si=:='0^ au lieu 
que si on eûi empliciyé seuleoient 1m m iquadons du sjuêmo^ on se- 
rait parvenu à un nombre n — m d'équations , que j'ai représentées par 
C7 = o ; mais on démontre encore que Téqyatîon ^=i= o ne peut être satis- 
faite a moins que les n. — m équations oi^bsO» n'aient lieu séparément. 

Enfin on s'assure de la vérité de U proposition inversa et on prouve 
que lorsque le» équations «i ss: q ont Ueu> réqiuaûan =3s: o est néces - 
sairement satisfaite, d'où on déduit aiaément cette conséquence « que 
remploi pur et simple de la méthode de Tart. 4^3 f avec les seules, 
équations de condition , ou équations dn système ^ données par l'état 
de la question y suffît généralement pour déterminer toutes les relations 
sur lesquelles l'équilibre d'un système quelconque est établie 

Je supprime , pour abréger les démonstrations de ces ttiéorémes que 
les élèves trouveront dans un mémoire fort intéressant de M. Ampère 
(Journal de P école Polj technique i3» cahier) qui eontîeni une 
démonstration du- principe des vitesses virtuelles dégagée de ta eônsè- 
dération des infiniment petits. 

lia trouveront aussi, relativement à ce principe, des études très-miles 
à faire dans l'ouvrage de M. le Comte Fossombroni que j'ai- cité art. 86. 

ôio. J'ai eu spécialement ei» vue les eorp^ solides ^ dans toute la 
théorie relative au principe des vftes^es virtueUes^ démontrée depuis Var^ 
4^4 ; cependant les résultats généraux auxqueb je suis parvenu , con* 
viennent indistinctement aux corps solides et aux corps fluides' ^ c'est 
ce que je ferai voir daire la troisième partie du coui-s , avec toutes les 
supplications nécessaires, relatives , tant aux fluides incompressiblts j 
qu'aux fluides élastiques. On y verra comment , pour cette derntërt 
espèce de corps, il faut entendre ce qui est dit art. 461 etc. et«. 

PK>pric(éb générales de l'cquSftre , déduites du principe des viVeMM virtttstttK. 

5ii. En considérant le principe des vitesses virtuelles comme un 
théorème dont la vérité est censée reconnue, ou en lo démontrant par 
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des raisonne ineat$ indépendants des propositions coj3.tenuie$ dans les ^« 
et 3* sections de ce traité , on en déduit, avec beaucoup de brièyeté et 
de facilité, les conditions de i'éqqiUbre des systèmes étendus tljigii- 
rés j constitués d'une manière quelconque , la théorie des centres des 
forces y des centres nh grtwii^j etc^ Cette marche, suivie avec le plus 
grand succès par Les célèbres amteurs de la Mécanique analytique et 
de la Mécanique céleste^ ne convenait pas à un traité élémentaire où 
il faut rattacher immédiatement auic premières notions, tout ce qui peut 
s'en déduire sans de grandes diiScultés, mais je vais prouver , par quel- 
ques exemples, la grande utilité du principe des vitesses virtuelles pour 
arriver immédiatement, et presque sans calcul , à des vérités curieuses 
et importantes ; ces exemples sont tirés de la section trpisième de la pre- 
mière partie de la Mécanique analytique. 

5i 2. Je me prc^ose de considérer les maxima et minima qui peuvetit 
avoir lieu dans l'équilibre , et pour cela je reprends la formule générale 

P' dp' + P"' dp'' + P'" dp'" + etc. = p 

d'équîiîbre entre les forces P' ^ P" j etc. dirigées suivant les lignes 
p' y p" , etc. art. 455. 

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manière que la 
quantité P' dp' + P" dp'' + etc. soit une différentielle exacte d'une 
fonction de p' jp" j etc. représentée par 0^ en sorte que Von ait 

d^^P'dp'.k-P"dp" +Qtc. 

clk>rs on aura, pour TéquflibFe , cette équation d0=:Op laquelle fait 
voir que le système doit être disposé de manière que )a fonction <iP soit, 
'généralement parlant , un mnœimum ou un minimum. 

Je dis généralement pariant j car on sait que l'égalité d'une diffë- 
renfielleà zéro, n'indique pas toujours un maximum ou un mi^iimum 
comme on le volt par la théorie des courbes. 

5i3.lia supposition , a;lieu , en général , lorsque les forces P'j P"j etc, 
tendent réellement ou à des points fixes ou à des corps du même système, 
et sont proportionelles à des fonctions quelconques des distances , ce 
qui est proprement le cas de la nature. 

Ainsi , <lans cette hypothèse de forces , le système sera en équilibre 
lorsque la fonction # sera un maximum ou un minimum j c'est en 
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quoi consiste le principe que Maupertuis avait proposé ^ôiis le nom 
de Loi du repos, 

5 14, Si on considère un système de corps pesants en équilibre , les 
forces P' ^ P" ) etc. provenant de la gravité seront, art. rtdhi propor- 
tionelles aux masses des corps, pourront être représentées par ces masses 
elles - mêmes et considérées comme des constantes dans Texpression 
P' dp' + P" dp'' + çtc. on aura donc 

^ = py + P''/'+etc. 

P' f P" , etc. désignant les masses des différents corps du système. Si on 
prend les origines de p' ^p" etc. au centre de la terre qui est leur point 
commun d'intersection, ces lignes seront les distances, à ce centre, des 
centres de gravité particuliers de chacun des corps P' ^ P" ^ etc. et comme 

elles peuvent être, art. 264, censées parallèles, la quantité p, , p// , 

exprimera art. ayS et 288 la distance du centre de gravité de tout le 
système au centre de la terre, laquelle deviendra un minimum ou un 
maximum lorsque le système sera en équilibre. Le minimum, aura 
lieu, par exemple , dans le cas de la chaînette, et le maximum dans le 
cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de voûte. Ce 
principe est connu depuis long -temps. 

En partant du théorème que Je viens de démontrer on trouverait 
l'équation de la chatnelte et toutes ses propriétés, telles qu'elles ont 
été données art. 429 et suivants; on considérerait, pour plus de commo- 
dité, les lignes p' ^p" ^ etc. comme les distances des centres de gravité 
des corps P' / P", etc. à un plan horizontal de position déterminée. 

' 5i5. Après s'être assuré que la fonction (9 est un niinimum ou un 
maximum lorsque la position du système est celle de l'équilibre, on dé- 
montre que si cette fonction est un minimum l'équilibre aura de la 
stabilité j ensorte que le système étant d'abord supposé dans l'état 
d'équilibre et venant, ensuite, à être tant soit peu déplacé de ccjt état, il 
tendra de lui-même à s'y remettre en faisant des oscillations infiniment 
petites ; qu'au contraire dans le cas où la même fonction serait un ma- 
œimnm y l'équilibre n'aura pas de stabilité et qu'étant une fois troublé, 
le système pourra faire des oscillations qui ne seront pas très-petifes, 
et qui pourront l'écarter de plus en plus de son premier état^ 

Voyez, la déoignstratiou de ces propositions, que je supprime pour 
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abréger, dans la Mécanique analjiiquc ^ première parlie, section 3 
art. 17 et suivants. En générai , un système pesant est dans un état d'équi - 
Whr^ stable^ lorsqu'un petit dérangement de cet état d'équilibre élève son 
centre de gravité, et l'équilibre n'a \yas de siabilîlé j lorsque le centre 
de gravité s'abaisse en vertu d'un pareil dérangement. L'emploi du p.en- 
duie j pour mesurer le temps, et pour d'autres usages, est fondé sur la 
stabilité de l'équilibre d'un corps pesant suspendu k un axe horizontal 
et ayant, dans cet état d'équilibre, son centre de gravité au-dessous de 
cet axe; on peut aloi^ , en lui donnant une inipulsion et l'abandonnant 
ensuite a lu*>.néme , lui faire faire des oscillations de part et d'autre de 
la position d'équilibre , qui , une fois établies , dureraient continuelle- 
ment, sans \ç%frottements ^ les résistances des milieux ^ çic. , et dont, 
eu égard à ces résistances , on ne peut prolonger la durée que par un 
renouvellement de force motrice ; si on place le centre de gravité du 
môme pendule au-dessus de l'axe de suspension , et dans le plan verti- 
cal qui renferme cet axe , l'équilibre aura lieu , mais le corps , par la 
plus petite impulsion sortira de cet état d'équilibre , et s'en éloignera 
continuellement ; les questions relatives à ces mouvements seront traitées 
dans la 2,« partie du cours j avec les détails convenables. 

5t6. Voici , par anticipation, un exemple de Tapplication du principe 
des vitesses virtuelles aux questions de mouvement. Si le pendule, ou 
corps solide suspendu à un axe horizontal , dont j'ai parlé dans l'art, pré- 
cédent, est mis dans la position supérieure, ou d'équilibre non stable^ 
et qu'on lui donne une impulsion quelconque, qui ne soit pas dirigée 
dans le plan vertical renfermant l'axe de suspension, il tournera toujours 
dans le même sens, autour de cet axe de suspension (en supposant nulles 
les résistances dues ^u frottements ^ aux milieux dans lesquels le mouve-^ 
ment s'opère etc.). Soient à un instant quelconque du mouvement, de, y 
dSf, ^ etc. les arcs élémentaires respectifs, parcourus par les molécules 
m, ^ m^f^ etc. du corps, pendant un temps infiniment petit que je dé- 

fde \^ f de \* 

signe par dt y Ja somme m, 1 ~ I +77/,, I ~- \ + etc. qu'on appelle 

la somme àts forces vives j sera un maximum dans la position inférieure, 
celle de l'équilibre stable ^etun minimum dans la position supérieure ^ 
celle de l'équilibre non stable. 

La démonstratiion de ce beau théorème, applicable à des cas de com- 
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position dé système et d'action de forces beaucoup plus généraux que 
le précédent se déduit imrAéd^atement du principe des vitesses vir- 
tuelles , en admettant , comme vraie , Téqualion suivante que je démon- 
trerai dans la ^ partie du cours. 

iD*après cette équation lorsque le système passe par les positions d'é- 
quilibre où on ja ii^ = Oj on a aussi d\mA -jj- J +tXc. \ =o et 

par conséquent m, I *t^ i + etc. égal à un maximum ou à un mini - 

mumj et s'il s^agit du cas particulier du pendule^ le maximum a lieu 
évidemment dans la position inférieure. Os résultats donnent le prin- 
cipe de statique proposé par M. D£ OoURTiVROM <« que de toutes les 
« situations que prend successivemeht un système , celle où il a !a plus 
« grande ou la plus petite j^/re çiç^âj eèt la même que celle où il feu» 
c( drait le placer en premier lieu pour qu^il nest^t en fquilibre. n 
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SECTION IV. 
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DE L'ÉQUILIBRE DES MACHINES 
EN FAISANT ENtREU EN CONSIDÉRATION 

LES RÉSISTANCES DUES A L'ADÎTÉSION, 

AU FROTTEMENT,, A LA ROIDEVR 

DES CORDES ET DES CHAINES. 



Obserratîons générales ; diviftibn des matière» coiitenuès daàs cette quatrlèinMr 

secCiôn^ 

5 17. J 'aî dofttié, art. 484 étsttiyatttiîy àtê fiotîons^ générâtes surPe^" 
pèce de ^y«t*me à tequellé se rapj>o«eflt en général, le» ntioehines ^ et 
f ai démontré le prirtfcîpe d'oii on déduii te^ Cônditioins Gwnmcmes de 
leur équilibre applicables ^âns exception, à un méûanismë <\\3t^Q^mi^'f^.. 
Une conséquence îmrfïédîate de \9t théorie dont fai posé )es based à 
Tarticle cité est que , parmi Iw conditions atttqtfetlw la constroctiod 
d'une machine doit satisfaire j kr prenr^îère iwkt à la solatio)^ du pik) -^ 
blême suivant. 

«* Étant donnés deux poiflt6 dans Fespece, lier ces^ decnt points pai' 
« un système de forme variâb^ ou iiwariable', ddtit k cort^^itiôk^ doit 
« telle qu^en imprimant, à un de t^ point», «M iMiû^vemi^t àmtà. il 
« en résulte , pour l'autre point, un nneuveiwnt pareil temerit' éGMik. » 

Ce problème, qui est, en géiwéraf, iridérennihé', r«ft¥ftVé' c^W^R' - 
tement , tout ce qu^on pourrait app^^pr lai êhéoriê dès r/Péetéttisik^s , 
théorie purement géométrique, et qui peut ôtre four-à-fâit séprée de^ 
Ta considération des forces om' puissances ; elïé n>n est pas moinë^ 
très -propre à exercer le génie d'invention ; quelques hommes dont 
les noms sont cités avec éloge, dans 11>isroire des arts, lui doivent une^ 
partie de leur réputation. 
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5i8. Cette théorie des mécanismes quoique susceptible d'être ré- 
duite en corps méthodique de science , n'avait jamais, que je sache, 
été considérée sous ce point de vue jusqu'en 1790» époque à laquelle je 
donnai dans le 1" volume de mon Architecture hydraulique j un clas- 
sement systématique des machines à élever l'eau que je me propose de 
suivre dans la partie de l'ouvrage où je traiterai de ce genre de machines. 
619. Depuis ce temps MM. Bettancourt, Lanz et Hachette profitant 
et de leurs propres recherches et des grands progrès que M. Monge a 
fait faire à la Géorpétrie descriptive, ont publié d'intéressants traités 
sur cette matière. Nous devons à MM. de Betancourt et Lanz un 
essai sur la conpposition des rnachines ^ imprimé en i8q8^ dont le 
plan, aussi neuf qu'ingénieux , est de leur invention. Cet ouvrage a été 
revu et publié avec addition de l'analyse d'un cours de machines ^ par 
M. Hachette, qui a fait dessiner les planches à l'école Polytechnique, 
et qui met au jour , en ce momefit , la première partie d'un traita 
élémentaire des machines y de sa composition. 

Ô20. Les classements de mouvements , faits par les auteurs dont je 
viens de parler, réduisent à dif les cas du problème gênerai énoncé art. 
517, pout ce qui concerne les rpachines élémentaires y dans lesquelles 
il n'entre que les combinaisons du niouvement Vec//7i^/ic et du mou* 
yement circulaire. Chacun des points auxquels le moteur et la résis^ 
tance (voyez l'acception de ce mot art. 491 ) i^ont appliqués, peut avoir 
J'un des quatre mouvements suivants , savoir: 

I^e piouveipeqt rectiligne continu ^ celui a lieu toujours, dans Iç 
même sens. 

Le mouvement rectiligne alternatif ^ celui qui fait parcourir, al- 
ternativement , une môme ligne droite au point mobile , dans des sens 
çliflérens , qu'on appelle aussi roouvemeift 4,e m pt trient. 

Le mouvement circulaire continu. 
. Le mouvieçient circulaire alternatif. 

Ces quatre mouvements peuvent se corpbiner , d'abord , de six ma, 
uièrçs , lorsqu'on veut imprimer l'un d'entr'eux au point d'application 
du moteur et l'un des trois autres au point d'application de la résistance. 

II y a de plus quatre combinaisons répondants aux cas où les points 
(^'application du wojejir et de Igi résistance ont un mode commun de 
mouvement. 
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621. Voici un tableau de ces dix combinaisons de mouvem^t, don- 
nant les dix cas du problème général de Part. 617, pour ce qui concerne 
les machines élémentaires; l'expression /;oi/i/ ej?/re/wc signifie comme 
à l'art. 486, indistinctement y le point d'application du moteur ou celui 
de la résistance. 



Cas. 



I 
1 
3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

10 



er 



Mouvement d'un des points 
extrêmes de la machinr. 



Kectiligne 

Rectiligiie 

Rectilîgne 

Rectiligue 

Circulaire 

Circulaire 

Circulaire 

Rectîligne 

Rectilîgne 

Rectiligne 



continu. 

continu. 

continu. 

continu 

continu. 

continu. 

continu, 

alternatif 

alternatif. 

alternatif. 



Mouvement DE l'autre point 

EXTRÊME DE LA MACHINE. 



Rectiligne 

Rectiligne 

Circulaire 

Circulaire 

Rectiligne 

Circulaire 

Circulaire 

Rectiligne 

Circulaire 

Circulaire 



continu. 

alternatif. 

continu. 

alternatif. 

alternatif. 

continu. 

alternatif. 

alternatif. 

alternatif. 

alternatif. 



Je me bornerai k ces premières notions sur la partie purement géo- 
métrique de la théorie des machines, en renvoyi^nt, pour de plus grands 
détails, aux ouvrages ci-dessus cités. 

52ja. A cette partie géométrique se réunit, pour compléter la science 
des machines j celles qu'on peut appeller statique et dynamique ^ 
dans lesquelles entre la considération des forces extérieures qui leur 
sont appliquées , et des actions et réactions de leurs diverses parties 
les unes sur les autres. Le;s conditions principales auxquelles les ma<^ 
chines doivent satisfaire , sous ces derniers points de vue, sont, i^ que 
Je produit de l'efTort du moteur , par l'espace que parcourt son point 
d'application , dans un temps donné , excède le moins qu'il est possible 
}e produit de l'effort de la résistance par l'espace que parcourt son 
point d'application pendant le même temps. On ne regarde pas comme 
une bonne machine, celle dans laquelle le rapport entre le second pro- 
duit et le premier, n*est pas de 7 à j ; a® , que le mécanisme par lequel 
l'action du moteur est transmise à la résistance ait , parmi toutes les 
formes qui résolvent le problème indéterminé de J'art, 5ï7, celle qui 
î 3i 
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est la pIuB compatible avec la solidité et la durée des diverses parties 
du mécanisme , l'économie de la construction et des réparations , la fa« 
ciiité du jeu et de la manœuvre , etc. 

5^3. On voit par ce court exposé combien sont abondantes les ma- 
tières d'un traité spécial et complet sur les machines. Le plan d'un pareil 
traité est trop vaste relativement à l'étendue qu'on peut donner à un 
cours élémentaire oii il ne s'agît que de préparer les élèves aux études 
qu'ils doivent faire dans les écoles d'application pour se mettre en état 
d'apprécier l'effet, le produit, et les diverses qualités qui font qu'une 
machine donnée , envisagée quant à sa construction et aux forces qui 
agissent sur elle, est plus ou moins propre à remplir sa destination. 

Je me bornerai en conséquence à résoudre quelques questions fonda ^ 
mentales sur l'équilibre et le mouvement des niachines , choisies de 
manière que leurs solutions rendent faciles celles des cas les plus compo- 
sés, et contiennent des règles pour déterminer, par des calculs fondés sur 
l'expérience, les rcsisfances parùcuVibres dues à certaines circonstances 
physiques qui influent très -sensiblement sur le produit des machines, 
et auxquelles il est indispensable d'avoir égard dans la pratique. 

624. L'effet utile des machines résulte en général , du mouvement 
que le moteur imprime au point d'application de la résistance , il en 
est cependant quelques unes dont la destination unique est de donner 
le moyen de contre -balancer les forces qui tendent à faire mouvoir ce 
point, et, en général, il faut, pour se mettre en état d'évaluer Vejffet 
utile ^ considérer d'abord le moteur et la résistance dans l'état d*équi - 
libre , ce qui constitue la partie statiefue de la théorie des machines ; 
c'est celle dont je vais m'occuper , et je ne parlerai des machines en 
mouvement qu'à la fin de la :u^ partie du cours. 

5^5. Il semblerait au premier coupd'œil que les formules d'équilibre 
des machines élémentaires devraient être assujetties à un classement 
analogiie à celui de ces machines elles-mêmes, (;ue J'ai présenté art. 620 
et 621 ; mais en observant que ces diverses machines comportent seu - 
lement des mouvements rectilignes et circulaires, on reconnaît que les 
conditions de leur équilibre ne sont que des combinaisons de celles qui 
ont lieu sur le plan incliné -tX. le levier, La théorie de ces deux /w/i- 
chines simples serait donc, k la rigueur, suffisante pour l'objet que j'ai 
en vue , mais j*y joindrai, afin de la rendre plus instructive, quelques 
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détails sur le coin, sur les systèmes àt poulies , sur l'équilibre de la 
vis , celui du treuil et sur les systèmes d'engrenage. 

Je commencerai par établir les conditions de l'équilibre des machines 
en faisant abstraction des résistances dueâ wl frqtiement eic. ; et j'in- 
troduirai ensuite, a l'aide de ^expérience, ces résistances dans le calcul. 

Définition du plan incliné ; condilions de l'équilibre et déterminations diverses 
relatives au plan incliné simple , et à un système de deux plans inclinés adossés; 
démonstration remarquable de Stevin. 

5i6. Soit AC une harizontâle.^iî une verticale, e#BC Pinterseetîon 
du plan BAC et d'un plan qui lui est perpendiculaire ; ce dernier plan '^' '^ 
prend le nom de plan incliné , lorsqu'il est employé comme moyen 
mécanique. Il serait aisé de concevoir comment le plan incliné peut 
sous ce point de vue , être d'une très-grande utilité , si on n'avait pas 
à chaque instant , l'occasion de s'en assurer par le fait ; supposoifis^ par 
exemple , qu'on ait a élever , à une hauteur verticale AB y un poids P 
il l'aide d'un moteur M , tel qtie le plus gi*and' effort dont ce moteur 
soit capable équivale à un poids moindre que P y l'action verticale de 
M sur P ne pourra jam«iB produire l'effet demandé ; mai* si P ^st posé 
sur le plan incliné 3C et qu'on ak P x cos.ABC <i M, alors- M en 
agissant sur P paraltèletnent à CB pourra le faire mouvoir le long de 
cette ligne CB )usqu% ce qu'il soit arrivé de C enB et élevé, par consé- ^ 
quent, à la hauteur >tf A au-dessus de rhorrzôntale AC, Je fais abstrac- 
tion de V adhésion et au frottement. 

L'horizontale AC est ce qu'on appelle la Base du plan inùtinh , la 
verticale AB est sa hauteur , et BC ^t sa longuenr. 

S^y. On a souvent occasioa ^ en mécanique , de traiter les quesiioit9 
d'équilibre ou de mouvement des corps qui, posés sur diffîfrents plans 
ou différentes surfaces , agissent les uns sur les autnes par l'intermède 
de cordes, chaînes , ou autres moyens de transmission de mouvement. 
Le cas le plus simple' de ces actions réciproques est- celui de deux corps 
ou points matériels /»' et m, posés sur deux plan» inclinés adossés DB 
et BC y dont AB est la- hauteur commune , AJ> et AÇ\t% deux boises Fig. 18 
dirigées suivant une même ligne horizontale. 

m' et nii soumis à la- pesanteur ou à d'autres forces quelconques , 
sont liés l'un à l'autre par une corde ffph parfaitement flexible et incx- 
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tensible , passant sur une poulie p ^ et dont les portions gp tlph , pa- 
rallèles à DB et BCy sont supposée attachées aux centres de gravité 
de m! et m^. 

5a8. La théorie de l^équîlibre sur le plan incliné tant simple que 
double, se déduit avec la plus grande facilité de la théorie générale de 
l'équilibre d'un corps posé sur une courbe ou sur une surface courbe que 
j'ai donnée art.ço et suivants. Il résulte de cette théorie que les condi- 
tions de l'équilibre de deux forces appliquées à un même point matériel, 
qui est assujetti à se mouvoir sur un plan fixe, sont i^que les deux forces 
ayent leurs direcAms dans un même plan perpendiculaire au plan sur 
lequel le point matériel est posé , %^ que les produits de ces forces par 
les cosinus de leurs angles d'inclinaison sur ce dernier plan soient égaux 
et de signes contraires. 

La pression normale sur le même plan sera égale à la somme des pro- 
duits des forces par les sinus de ces angles* 

b%^. Tous les théorèmes relatifs à l'équilibre du plan incliné sont des 
conséquences si faciles à tirer des propositions précédentes, que je n'ai 
besoin que du simple énoncé de ces théorèmes pour les élèves qui pos- 
sèdent les trois prepiières sections de la statique. 

Soient dans le cas de l'art. 626 , et de la figure 17. 

Le corps ou point matériel posé sur le plan incliné m, 

_ - . 1 , , 1 A ( ^" sommet. . . . P, 

La force qui tend a pousser le corps m, do côté < , . 

^ ^ ^ ' ^de la base. F„ 

Pression normale sur le plan incliné iV, 

L'angle formé par la longueur du plan incliné \Pt ^ e, 

et par la direction de ^ . . . Ap^^ €„ 

L'angle formé par la base du plan incliné et ( P, . a, 

par la direction de / p 

Angle formé par la longueur du plan incliné et par sa base . . • ^, 

Angle formé par les directions des puissances P, et P,, r 

Hauteur du plan incliné A 

Base du plan incliné ....*..•. i^ 

Longueur du plan incliné Jt^ 

on a dcUQS le cas de l'équilibre les équations suivantes 



// «// 
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p, cos. €,=^p„ cos. €„ 

èqua ons equi 1 »*« 1 ^ P^cos.(^, — OL,) = Pi,^os.^a„ — $^ 

f COS* c« 

normale! • / \ 

^ cos.f, COS. (^, — a,) 

Pression que supporte la base. 
= P„ sin. a,f — P, sîn. a, 
force qui tend à faire glisser le plan incliné sur sa base 

= P, COS. a, — P,f co». Uff 



^if = ^,f — ^1 

^1 + ^// = «// — ^n 



530. Dans le cas de la pesanteur, P„ étant le poids du corps m, et 
la base , qui relativement aux formules de l'article précédent, peut avoir 
une position quelconque, étant horîsontale, on a 

P, ctt une puîisance horkontale ) ^' ^^^- ff, — Pn^^ ^i) ^,^ cos.é' 

La direction de P, est parallèle i ^' = ^'' ^^"' ^' ^* ^' = ^'' ^^^- ^^ 
à la loD^cr du plan incliné ) P, : P,, Il h : k, j N,: P„ Il ù, : A, 

53 1. Prenant ensuite le cas des plans inclinés adossés, celui de Tart. 
5^7 et de la figure 18, supposant nulles les forces étrangères à l'action 
réciproque des deux corps m^ et m^ ^ qui tendent k pousser ces corp^ 
vers le sommet commun des plans inclinés, et représentant les quantités 
qui appartiennent au plan incliné BC^ par les signes convenus art. 529, 
et les quantités correspondantes , qui appartiennent au plan incliné ^Z>^ 
par les mêmes lettres , qui porteront l'accent supérieur au lieu de ('ac- 
cent inférieur, on a 

P„ COS. €,, = P^' COS. tf" 

N,=P„ sin. €„ s N' = P" sin. ^' 

Pression que supportent les bases = P„ sin. a„ + P" sin, a' 

Force qui tend à faire glisser les \ ^ 

plans inclinés sur leurs bases i^^ // ^- // 

53a. Le cas de la pesanteur donne , en représentant ks poids de m, 
et mf par leurs masses 



,ff 



jf 
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m, sîn. 9f = m' sin. ff 
m, i mf \l kf : kf 

533, On voit, par la dernître proportion , que les poids »î,et m^, en 
équilibre sur les deux plans inclinés adossés, sont entr'eux comme les 
longueurs de ces plans inclinés. «9/ec///ï ^ célèbre mathématitien Hollan- 
dais, et intendant des digues de Hollande, qui a vécu à la iin du i6^ 
et au commencement du 17® siècle, a donné une démonstration de ce 
théorème, à une époque où la théorie du plan incliné n'était pas encore 
éclaircie, remarquable tant en elle-même que par les conséquences 
qu'il en a tirées. Voici cette démonstration telle qu'elle est présentée 
dans la Mécanique analilicfue^ 

*c Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale , 
« en sorte que ses deux côtés forment dcMX plans inclinés, et il imagine 
« qu'un chapelet formé de plusieurs poids , enfilés k des distances égales, 
€c ou plutôt une chaîne d'égale grosseur soit placée sur les deux côtés de 
« ee triangle , de manière que toute la partie supérieure se trouve ap- 
« pliquée aux deux côtés du triangle et que la partie inférieure pende 
« librement, au-dessous de la base, comme si elle était attachée aux 
« deux extrémités de cette base, 

a Or Stevin remarque qu'en supposant même que !a chaîne puisse 
« glisser librement sur le triangle , elle doit cependant demeurer en 
K repos ; car si elle commençait h glis&er d'eUe-mên^ dans uo sens elle 
« devrait continuer à glisser toujours, puisque la même cause de mou- 
« vement subsisterait, la chaîne se trouvant & cause de l'uniiormîté de 
<i ses parties, placée toujours de la mâiaae maoâère sur U triaK^i^le». d'où 
« résul^teraiit un mouvement perpétuel ce qui est ai^urde. 

« U y a dooc néeesad^einent un équilibre entre toutes W parties de 
« chaîne ; or il est évident que la portion qui pend au - dessous de la 
« base est déjà en équilibre d'elle-même; donc il faut que l'effet de 
« tous les poids appuyés sqr \\m des côtés c€»ntre - balance l'effort des 
u poids appii)#és. sur l'autre côté ; mais la somme des uns est à la 
« somme des autres , dans le même rapport que les longueurs des côtés 
« sur lesquels ils 3o<it appuyés. Donc il faudra toujours la même puis* 
« sance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan indîné, 
« lorsque le poids total sera propoiiionel k la longueur du plaa , en 
« supposant la hauteur la môme , mais quand le plan est vertical , Vl 
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« puissance est égale au poids ; donc, dans tout plan incliné »la puis* 
« sance est au poids comme la hauteur du plan est à sa longueur • . 

« Stevin déduit de cette théorie celle de l'équilibre entre trois puis- 
w sances qui agissent sur un même point, et il fait voir que cet équilibre 
« a lieu lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux 
« trois côtés d'un triangle rectiligne quelconque. » 

Prîocjp# des vitesses virtuelles coa&Idéré particuHcreiDCDt dans l'équilibre du 
plan incliné ; formules de cet équilibre déduites de la propriété du maximum 
d'abbaissement du centre de gravité ; problème relatif à Téquilibre des corp9 
placés sur des courbes , dont cette propriété donne une solution fort simple* 

534. J'ai dît, art. 484, que le principe des vitesses virtuelles avait été, 
dés long- temps, appercu dans l'équilibre des machines , et il sera bon 
de faire voir par quelques exemples particuliers comment il s'y trouve 
vérifié; ces rapprochements, quoique leurs résultats soient assurés d'a- 
vance par les démonstrations générales données depuis l'art, cité jusqu'à 
l'art. 5io, n'en sont pas moins intéressants et pour la curiosHé et pour 
rinstruction. 

Je ne pourrais, dans le cas du plan incliné simple, que répéter lité- 
ralemefit ee qui est dit art. 466, en conséquence je passerai au cas de 
l'équilibre de deux corps posés sur deux plans inclinés adossés qui ont 
comme le précédent, la propriété de vérifier l'équation déduite du prin- 
cipe des vitesses virtuelles lorsqu'on donne aux incréments dp des 
valeurs finies. 

Supposons que le corps mf ^ se mouvant le long du plan incliné sur 
lequel il est assujetti à rester , passe de sa position à la position E' ^ en 
parcourant un espace fini A^^ d'après les conditions du système te corp» 
m^ devra prendre une position Eg à la même distance A p de sa position 
initiale. Or les puissances P" et P,, qui sollicitent respectivement mf 
et m, faisant avec les lignes égales parcourues, les angles e" et e,, ^ les 
projections de A f? sur les directions de ces puissances , désignées par 
ù^p" et ^Pft auront poiu* valeurs 

A/?'' = A ^ cosin. e" j A /;„ = A p cosin. r„ 

et ces équations combinées avec Téquatiun P,, cos. f,, = P^' C08. «" de 
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l'art. 53ï , donne l'équation P" A^' = P„ A/^„ telle qu'on la déduirait 
du principe général. 

Réciproquement , si on part de l'équation P" C^p" = P^t^p^^ ou 
P" 4p" =^ Pff à>Pf, et qu'on y substitue pour dp" et ///;,, leurs valeurs 
dpcQ%^' y dçcQ%€,f on aura l'équation d'équilibre P,,cos^„=P''cos£''. 

535. Supposons que les deux corps m'tt m, soient soumis uniquement 
k l'action de la pesanteur ; faisons la distance du centre de gravité de 
m, au sommet commun B des deux plans inclinés , égale k p ; la lon- 
gueur du cordon qui lie les deux corps en3emble étant ^^ la àist&nce 
du centre de gravité de m, au même point B sera a^ — ç\ soient de plus 

j/ et j^, les distances respectives de.^' et m^ au plan horizantal pas-^ 
sant par B. 

Les équations de condition du système seront ^ en conservant la ngtar 
^ion de; art^ 5^^ et 53 1 

y ^=z p sin. û' j y,^=^{a — p) sin. û, 

la distance du centre de gravité du système des deux corps mf et m, 
au plan horizontal passant par la base pompfiune de3 deux plans inclinés 
çera art. 2jZ et a83 , 

m' p sin. ff + m,{a — p) sin. û, 

m + ^, 

icette distance qui ne renferme de variable que p, doit être un minimum, 
(art. 514) dans le cas de l'équilibre, ce qui dpnne pour la condition 
unique de cet équilibre, 

m' sin. ff' — m^sln. ^, = o 

c'est l'équation trouvée art. bZ^. 

536. Substituons au plan ii^cliné BD une courbe quelconque ff' M' Dj, 
tracée sur im plan vertical , et proposons - nous de construire, sur le 

pig. 19 même plan , une autre courbe ^, M, C telle que deux corps ou point3 
matériels pesant m' et m, placés sur ces courbes et liés l'un Jt l'autre par 
le cordon M^BM^ y soient en équilibre dans toutes les positions qu'ils 
pourront prendre sur leurs courbes respectives, Le poipt B tst dans le 
plan des deux courbes, D C est une base horizontale. 

Menons l'horizontale K! B K, et traçons les verticales P' AP TP , 
P, M, n, passant par les points où se trouvent m' et m, en supposant 
][a courbe ff. M, C décrite. 

^oien^ 
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Soient P' M! =j^' et PfM^ ^=j, on d«it avoir, d'après le principe 
démontré art.5i4, ^(^'j^+^/^/) = o^ d'où m' y -\^m,j,=iC tt 

C—m'y 
jf^ = , ^ Ainsi la courbe a M' D et un seul point de la courbe 

^,M,C avec les poids m' et m, étant donnés, la constante C sera déter- 
minée, et pour trouver un point M, de la courbe tf, il/, C correspondant 
à un point quelconque M' de la courbe donnée, on calculera d*abord 

l'ordonnée P, Jlf, = j^, = — et on tracera une horizontale -ff G 

à la distance j^, de l'horizontale Kf BK,. Ensuite d'une ouverture de 
compas B M, égale à la différence entre la longueur totale connue du 
cordon M' BM, et le rayon vecteur B M! ^ on tracera l'arc ^3f, o dont 
l'intersection avec HG déterminera le point chercïié. 

• . ■ 

Théorie de l'équilibre d'un corps posé. sur deux plans Inclinés et sollicité par 
des forces quelconques. Evaluation des pressions que ces plans ont à sup-» 
portef. Mesure 4e la stabilité de l'équilibre ; maximum de cette stiibilité. 

537. La théorie suivante mérite quelque attention par l'utilité des 
applicatiqns qu'on en peut faire. 

Soient ADE et ABF deux lignes représentant deux plans perpen- Fig- *© 
diculaires au plan du tableau , et DGBHD une figure plane ma- 
térielle^ dont la masse = Mj couchée sur le plan du tableau , est assuj^ettie 
à avoir deux points de son périmètre en contact avec les plans AE et AF. 

Ce corps 3f est sollicité par des forces quelconques agissant dans te 
^\hnDGBHDj dont la résultante est égale à Pj et on demande les con* 
ditions de l'équilibre de ce corps, ou plan matériel. 

J'élève par les points de contact D et B^ sur les lignes AE et AF 
les perpendiculaires DC et B€j dont l'intersection est en C^ et l'équi- 
Vihtt nura lieu «i la ligne de directiori de la resultairte P passe par le 
point €? et si le sens àe son action est tel quelle tende à pousser le même 
poînt C dans l'angle DCB ^ cette force pouvant d'ailleurs avoir une in- 
tensité quelconque. 

Il est aisé de voir comment les deux conditions que je viens d'assigner 
«ssufent Téquilibre/loi-squ'elles sont satisfaites ;laforceP peut toujx>urs, 
dans ce tas , être complètement i*emplacée par deux forces dirigées 

) 32 
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suivant CD et CB j normales aux lignes j4E et AF ^ et qui pressent 
les points de contact DetB contre ces lignes; tout mouvement d» corps 
M devient, par-là, impossible. 

D^une autre part, on reconnaîtra, avec la plus légère attention, que si 
la force P n'était pas dirigée par le point C^ le corps M^ ou se séparerait 
soit des deux lignes j4E et yiF soit de Tune d'entr'elles, ou glisserait 
sur les points de contact. 

638. Lorsque le glissement sur les points de contact est le seul dé - 
rangement que le corps puisse éprouver, le mouvement initial qui fait 
parcourir, à ces points, des espaces infiniment petits, sur les lignes 
AE et jiFj leur fait parcourir les mêmes espaces sur les cercles décrits 
des rayons CD et CB ^ et déplace ainsi, tous les points du corps Mk 
l'exception du point Cj les conditions de équilibre, dans ce cas, sont 
donc évidemment les mêmes que celles que j'ai assignées, art. 146 , pour 
l'équilibre de plusieurs forces agissant sur un plan matériel qui renferme 
leurs directions et qui a un point fixe. 

539. Pour déterminer les pressions normales qui ^ dans le cas de l'équi- 
libre, s'exercent aux |X)ints D et B^ je désigne par ^' et i^,^ respecti- 
vement, les angles que forme la direction de P avec les lignes AE et 
jiF,çt]eî'e:\^AD=^',DC=n'jAB = ^,,BC=n,sAC=zçtt\sx 

Pression normale en D = » , • . tt\ P'=^ Zf — r3" P cos. it. 

_ . 1 T% CÔS. T^ „ P* « ., 

Pression normale en B=± — : — . , . ..v P= -7 7-— Pco$.ur 

sm.(TA, + i^) ri,S' + riS, 

on peut remarquer que l'angle EAF=^ ^/ + ^' ; les angjes BDA et DBA 
sont supposés être des angles aigus. 
Fjg. u 640. Je passe au cas où le corps ilf continuant à avoir un de ses points 
en contact avec le plan AEj touche le plan A F par deux points, et je 
mène par les points de contact B^ B' et D des normales BC^ B' Cj et 
DC aux lignes A F et AE^ la dernière normale rencontrant les deux 
autres en C et C, les angles BDA^ B'DA, DBA^ DB'A sont suppo- 
sés être des angles aigus. 

L'équilibre aura lieu lorsque la ligne de direction RQ àt la résul- 
tante P des forces appliquées au corps, coupera la ligne CO en un 
point K placé entre C et C'j le sens de l'action de P étant tel que ses 
composantes prises, respectivement, dans la direction KC^^t dans la 
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direction K^ parallèle k BC et B' C'^ tendent à faire presser le corps 
contre la ligne AE et contre la ligne AFj la force P pouvant, d'ailr 
leurs , avoir une intensité quelconque. 

Toute force , agissant sur le corps M^ dont la ligne de direction ne 
passera pas entre C et C ^ ou séparera le corps, soit des deux lignes 
AE et AF j soit de l'une d'entr'elles , ou le fera glisser sur le point de 
contact D et sur l'un des deux autres. 

541. Lorsque le glissement, sur le point de contact D et sur l'un des 
deux autres , sera le seul dérangement que le corps puisse éprouver, le 
mouvement initial de ce corps lui fera décrire un angle infiniment petit 
autour du point C ou autour du point C'^ respectivement, suivant que 
les points qui glisseront seront D et B ou D et B'. Cette observation 
correspond à celle de Part. 538. 

542. ^' et t/', étant les angles que forme la direction de P avec AE 

et AFj la pression en 7? • normale sur AE^ est égale à —. — r-r^ — —^^ , 

sin. (tAz+t/' ) 

la pression normale sur BB' ayant pour valeur 



sin. (^,+t/'0 

643. Cette dernière force est dirigée suivant une perpendiculaire à AFj 
et je remarque que le point de rencontre de la direction de cette per- 
pendiculaire avec la ligne BB' est entièrement déterminé; en effet U 

première composante — : — 7-77 — V^dje jP • normale sur AEj exerçant 
* ^ sin.(T^'+\f',) -^ » 

son action au seul point D par lequel le corps M est en contact avec 
AEj la direction DR et son point R de rencontre avec la direction RQ 
de Pj sont donnés ; ce point K est donc nécessairement un des points de 
la direction de la seconde composante, et comme Rt^ est perpendicu-p 
laire sur BB' ^ la position du point de rericontre de Klf et de BB' est, 
comme )e l'ai dit, entièrement déterminée. On arriverait au même ré- 
sultat par la décomposition de la force P en deux forces parallèles , 
appliquées aux points C et C, 

544. Il suit de cette observation que les pressions absolues de B et 
B' sont aussi données. Pour avoir leurs expressions analytiques, on fera 
BB' =zajBS=b et on trouvera aisément, art. 220, les valeurs sui- 
vantes des pressions normales en B et B qui 3ont, avec la pression en Dj 
}eê composantes de P, 
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r» • n P COS. \l/, 

Pression en D=^ — : — r-z — ,,^ 

sm. {^P,^^P') 

„ . » ^ — b P COS. i.î'' 

Pression en B :=i ^ 



a sin. (^, + 1;'') 

„ .^ D/ ^ P COS. l/'^ 

Pression en B' = . -— — 

a sin. (iA, + \t') 

645. Je prends, pour dernier cas dVxamen, celui oii on suppose que 
le corps M touche chacun des deux plans AE et A F en deux points ; 
je me borne, pour abréger, à la combinaison des positions respectives 
des points de contact représentées par la figure A2 , dans laquelle les 
lignes DB et D' B' qui joignent les deux points les plus voisins et les 
deux points les plus éloignés du point A^ faisant, du côté de ce sommet 
A ^ des angles aigus avec Tune et l'autre des lignes AE et AF^ les inter- 
sections C et C" se trouvent dans Tangle EAF. Les élèves appliqueront 
aisément ce que je dirai, dans cette hypothèse, à toutes les combinaisons 
possibles des positions des points de contact ; et ce que je dis ici du cas 
auquel se rapporte la fig. S2, doit s'entendre de ceux que j*ai traité depuis 
Fart. 537. 

Je mène par les points de contact B' y D ^ B j B' ^ des normales à 
F'g- 22 A E et A F et j'ai les intersections C et C par lesquelles Je fais passer 
une droite SC" C L) ensuite P étant, comme ci -dessus, la résultante 
de toutes les forces appliquées au corps, et agissant dans le sens RQ , 
j'observe que si sa direction passait entre les points C et Ly le corps 
prendrait un mouvement initial de rotation, dans le sens B'BDDf ^ au- 
tour du centre C ^ et que ce mouvement initial aurait lieu dans le sens 
V DBB' autour du centre C dans le cas où la direction de la force 
passerait entre les points C" et 5. L'équilibre ne peut donc avoir lieu 
dans aucun de ces deux cas, mais lorsque la direction de la force P pas- 
sera entre O et C ^ le corps ne pourra prendre aucun mouvement initial 
et l'équilibre sera assuré si, toutefois chacune des deux composantes de 
P^ perpendiculaire à AE ouk AF, tend à presser le corps contre celle 
de ces deux lignes li laquelle elle est perpendiculaire. 

546. Je décompose la force P dirigée suivant BÇ en deux forces qui 
lui sont parallèles, respectivement appliquées aux points C et C^ Les va- 
leurs de ces composantes étant déterminées , les pressions noroaales en 
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Dj D'j Bj B' le soht aussi. Soient O C = a, C'K=:b j on aura 
^ ^.. a — b _ 
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547. Des points C et C^ comme centres, décrivons des cercle» 
tangents à la direction RKQ de la force P j si on applique tangentiel- 
lement à l'un de ces cercles, une seconde force égale à P et qui ait, par 
rapport au centre de ce cercle , un moment dont le signe ne soit pas le 
même que celui de la première force P par rapport au même centre , le 
corps sera prêt à prendre un mouvement initia) de rotation et le prendra 
effectivement , si on augmente de la plus petite quantité possible la se* 
conde force P. La stabilité de l'équilibre par rapport à chacun des 
points C et O' est proportionnelle au produit de la première force P 
par le rayon du cercle dont ce point est le centre; et si on veut rapporter 
exclusivement cette stabilité ^xi cas le plus défavorable pour le main- 
tien de Téquilibre, il faut lui donner pour mesure le produit de la force 
P par le plus petit des rayons des cercles qui ont C etC pour centres, 

548. La stabilité de l'équilibre, considérée sous ce point de vue^ a 
dans l'hypothèse où les conditions de l'équilibre ci -dessus établies sone 
satisfaites, un minimum de valeur, qui est zéro et qui a lieu lorsque la 
direction de P passe par un des points O ou C" ^ et un maximum de 
valeur qui a lieu lorsque la direction de P passe par le point milieu de 
la droite C C. 

549. Tout ce que je viens de dire , dans le cas oîi le corps est en 
contact , par deux i>oints, avec chacun des plans AE et AF^ s'applique^ 
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avec les modifications convenables aux cas où les points de contacts 
seraient en nombre quelconque fini ou infini , et par conséquent à 
celui où le plan matériel M toucherait les plans AE et ^^r sur deux 
lignes; mais il est essentiel d'observer que , lorsqu'il y a plus de deux 
points de contact sur un des plans, les pressions de chaque point , sur 
ce plan, ne peuvent plu§, en général, se déduire des principes d'équi- 
libre démontrés précédemment, (je parlerai bientôt de la théorie à la- 
quelle le cas qui se présente ici est lié) et on a seulement, la somme 

de ces pressions , égale à — . ( i ju' L'\ ^^^ ^^ P'^"^ A E et k 

P COS. ll^ 

— : — ,,',,. sur le plan AF. if, et d'' ayaqt la même signification 
sia. (V',+\f'0 ^ ^ ^' • • 

que ci -dessus. 

Condition générale de l'équilibre d'un corps pesant , posé sur un plan Iiorîzon*' 
tal; pressions des appuis lorscjue le corps est soutenu sur deux ou trois points. 
Description et usage d'un nouvel instrument à peser. Considérations sur les 
pressions des appuis, lorsque le corps est soutenu par un nombre quelconque 
de points 3 théorie d'fJyLER^ 

55o. Un corps pesant, posé sur un plan horizontal immobile , est en 
contact avec ce plan , ou par des points isolés , ou par des lignes , ou 
par des surfaces. Je suppo$e que le contact ait lieu par des points , et 
je décris un pplygone fermé, en traçant une première ligne droite par 
deux des points de contact que j'appelle A et B j tellement placés que 
tous les autre3 points de contact se trouvent d'un même coté par rap» 
port a cette ligne, en menant ensuite une seconde droite qui remplisse la 
même condition par rapport au point B et k un troisième point de 
contact Cj et ainsi de suite , jusqu'à ce que je sois revenu au point A. 

La condition unique d'équilibre du corps pesant est que le point de 
rencontre de la verticale passant par son centre de gravité , et du plan 
qui supporte ce corps, tombe dans l'intérieur du périmètre du polygone 
ainsi tracé. Dès que cette condition sera satisfaite , l'équilibre aura lieu 
et réciproquement ; maia si le point de rencontre dont je viens de par- 
ler est extérieur au polygone, le corps prendra nécessairement un mou- 
vement initial de rotation wtour d'un deç côtés ou d'un des sommets 
v) angles du polygone. 
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55 1. Le nombre des points de contacts étant réduit k deux que je 
désigne par D et Bj la verticale passant par le centre de gravité du corps 
devra, d'après les conditions que Je viens d'assigner , tomber, entre ces 
deux points, sur la ligne droite menée de l'un à l'autre. Soit A la dis- 
tance du point JO à cette verticale, a la longueur de la ligne DB ^ et P 
le poids du corps ^ les pressions des points D et B auront pour valeurs, 

SLrt.220, 

a — h ^ 
Pression du point 2> == - 



Pression du point B = 



a 
b 



a 

66a. Il est bon de voir comment ces résultats peuvent se déduire des for-» 
mules données art. 689; je fais passer la direction RQ (fig. 20) de la force 

P par le sommet:/^ et les valeurs r^^^ — 7-77- Pc.\f/,et — • , , Pc.^l' 

des pressions normales respectives sur D et Bj deviennent — Ji ' 1 P 
^^ w\_ / g P J si on suppose que Tangle EAF augmente jusqu'à 

P P v! 

devenir éeal à deux angles droits, les rapport -^— . --—- , varie - 

^ ^^ n, n ri, 

ront en s'approchant continuellement du rapport d'égalité, limite qu'ils 
atteindront loi'sque EAF sera égal à deux angles droits; on aura donc 
dans cet état extrême. 



Pression en D ^^ 



Pression en B = 






formules qui s'accordent avec celle de l'article précédent en observant 
que , dans l'hypothèse d'après laquelle je raisonne, DCj BC et AC. 
deviennent des lignes parallèles , les deux droites EA et FA n'en 
formant plus qu'une seule , et que ^0 ^t^ et §' + ^, représentent res- 
pectivement b ^a — ^^ et a. 

553. Si on suppose art. 644 et (ig. %\ que Tangle formé par la ligne 
AF et par la direction /iÇ de la force P^ est un angle droit, on aura 
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COS. \l/,^=iOy COS. i^' =tt àin. (^,4..^^'') ; la pression , sur le plan j4D , 
sera nidle , la pression sur Ife plan >* F deviendra égale à P^ et les pres- 
BÎom {>ûniculières dés points B et 13' aiuront pour valeurs respectives 



Ces fésultbts laissiertt l'angle ^' formé par AE et par la direction dé 
la force P entièrement arbitraire, c'est-à-dire que, quelque soit cet 
angle , les pressions en Dj B et B^ resteront les mêmes; si on le fait 
égal à un angle droit , les points Ej A et B seront sur une même 
droite ; supposant alors que P est le poids du corps M ^ jiFuiïe hori- 
zontale et X^ la verticale passant par le centre de gravité de M ^ on 
aura le cas d^un corpe pesant porté sur trois points D ^ B et B' d'une 
droite horizontale DBB' ei, d'apfès les formules de l'art, cité, les deux 
appuis ou points de contact B et B' entre lesquels passe la verticale 
menée par le centre de gravité du corps, devraient se partager Je poias 
entier de ce corps , sans que le point D eut rien à supporter. 

554. En introduisant, dans les rtiêmes formules de l'art. 644 , fig. àr, 
l'hypothèse de ^ = un angle droit , supposant ensuite q«e P est le 
poids du feorpft M^ AE utie horizontale, Kl? la verticale passant pôr 
le centre de gravité de M ^ et faisant l'angle -ip, ^ qui demeure arbir 
traire , égal à ikn angle droit, on a le cas d'un corps fyesaàt porté par 
trois points B' ^ B j D d'une ligne horizontale B' BAD ^ l'un desquels 
(le point 2?) appartient à là verticale passant par le centre de gravité 
du corps, et on trouve que ce point t> soutient le corps entier, les pres- 
sions des points B et B' étant nulles, résultats qui sont les conséquences 
des valeurs \f'' = o, sin. (1^,4-1/^') =cos. ^, 

555. Soit G la projection du Cetitrù de gravité du corps pesant Mj sur 
un plan horizontal qui supporte ce corps par. les trois points -^^ B ^ et 
C. Nommons P le poids du corps M j JI'^ II" et IT" ^ respective - 
ment , lés pneusiotis qufe apportent les poiïit* ^^ iS «t C La plreifiièt^ 
totiditîod ^e l'éljXailibbe ^st aVt. 65o <sf3tQ \t point G Sôit ^As Tiittérî^ur 

F'»g- ^3 du périrtiètre du triangle ABU. 

Oa a ensuite (art. 25a) pour calcute^- li?s trois pvesèitttts W , 11'^ y IF'' y 

trois équations, savoir; II' '\' II" -{- H'" n^'G y et deux éqaatiôAs éê% 
niomeAts (art. iSy) pxr rappoK k deiikiaxfes i-è^itangu laitue tracés dnns 
|c plan du trtangle ABÇ. Mais bh peut HeWiJ^lèfetr tes équations par 

trois 
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trois autres qui expriment que le moment du poids P^ par rapport à 
chacun des côtés du triangle ^Z^C^ est égal à la somme des moments 
des pressions par rapport au même côté , somme qui se réduit au mo- 
ment de la pression exercée au sommet opposé a ce côté. En résol- 
vant ainsi le problème et observant que les triangles qui ont même base 
sont entr'eux comme leurs hauteurs , on arrive à une solution élégante 
et simple. 

Du point G je niéne les droites GA ^GB ^ GC^ j'abaisse des sommets 
d'angles A ^ ffj Cj les perpendiculaires ^S j BT et CRsur les côiés 
opposés k ces sommets, et enfin du point G les perpendiculaires GJTj 
CK et GL sur les mêmes côtés. 

Les moments du poids et des pressions» par rapport à chaque côté, 
donnent les équations 

Ao uireABC 

PxGL==JT"xBT,d'oixn"^^ XP = -^Sî4Sf- X P 

^ BT aire A BC 

p X GH^ n"' X CR, d'où n'" = -$|- X p = ^^^^ ^^^ xp 

CR aire ABC 

On peut remarquer que la somme des expressions qui contiennent les 
produits de P par les rapports des aires , redonne immédiatement la 
quantité P^ qui doit être égale à 77' + 77'' + 77'". 

556. Le résultat trës-simple de cette solution est qu*en représentant 
le poids P par l'aire du triangle ABCjIsl pression qui s*exerce à chacun 
des points A j B et C est représentée par celui des triangles partiels 
BCGj ACG et ABG qui a pour base le côté opposé à ce point. 

557. J'ai fait construire une machine à peser, fort simple, et dont la 
propriété est fondée sur l'égalité 7P+77"+77"' = P. Cette machine 
est composée d'un plateau horizontal, de bois, dont la forme est arbi- 
traire; on peut le faire circulaire ou triangulaire , et il est convenable , 
pour les usages auxquels il est propre , que son étendue soit telle qu'on 
puisse y tracer un triangle équilatéral d'un mètre, au moins, de côté. 
Ce plateau est traversé , en trois de ses points , par autant de tiges de 
fer cylindriques , de 3 ou 4 millimètres de rayon ; ces tiges , taraudées 
et vissées dans l'épaisseur du plateau , sont , à leurs extrémités infé^ 
Heures , acérées et terminées en pointes ; leurs extrémités supérieures 

I 33 
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sont des anneaux verticaux dont les centres se trouvent danB les proFon^* 
gements des axes des tiges. Les distances entre ces trois tiges sont arbi- 
traires y on peut les placer aux sommets des angles d'un triangle équUa- 
téral de lo à 12, décimètres de côté. 

Lorsqu'on veut se servir de cette machine pour peser, on rétablit sur 
un plan horizontal , en ayant soin que les pointes de fer portent sur des 
pierres dures ou sur des plaques de métal ; on place le corps à peser sur le 
plateau , et, avec une balance romaine, ou encore mieux avec un peson 
k ressort , on mesure la pression supportée par chacun des trois points 
d'appui , en soulevant ce point d'appui d'une très-petite quantité ; lors- 
que le poids est considérable, on adapte le peson à ressort à un petit le- 
vier à bascule, La somme des trois pressions, évaluées en unité de poids, 
diminuée du poids connu de la machine à peser , donne le poids du 
corps posé sur le plateau. 

Cette machine, d'un usage commode, a d'abord l'avantage de pouvoir 
peser des masses à -peu -près triples de celles que le peson à ressort est 
capable de suj^rter, ensorte que si ce peson indiquait i5o kilogrammes, 
sur son cadran, on pourrait charger la machine (en supposant que son 
poids propre est de 26 à 5o kilogrammes ) de 400 à 4S0 kilogrammes; 
ses autres avantages consistent dans la facilité qu'elle donne de peser 
des corps dont la suspension serait embarassante , si on voulait employer 
d'autres balances^ tels que des tonneaux de liquides, des grains, des 
animaux etc. Sous ces divers points de vue l'instrument dont je parle 
doit être commode et utile aux agriculteurs. J'en ai déposé un modèle 
dans la cabinet de la collection des machines de la Société d^ encouru - 
gemcnt. 

558. Je reviens à la théorie générale des pressions des points d'appuis 

d'un corps pesant, posé sur un plan horizontal , et considérant d'abord 

le cas de trois points, j'observe que si ces points sont en ligne droite, 

les formules de l'art. 555 donnent la valeur ^ pour chacune des pressions 

JI' y H" ^ IT" } on se rend aisément raison de ce résultat , en faisant 

attention que si le triangle ^Zf C^ fig. ^, dégénérait en ligne droite , 

et que les points C et G tombassent, par exemple ^ en R et H y les aires 

ABC y BCGj ACG et j4BG qui représentent, respectivement, art. 

cité, le poids F^ et les pressions 11'^ H" ^ IT'^ ^ s'évanouiraient toutes 

ensemble, et qu'on aurait ainsi f pour l'expression commune de leurs 
rapports^ 
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559. Sî, sans faire aucune hypothèse sur la forme du triangle ABC y 
on suppose seulement que la verticale passant par le centre de gravité 
G tombe sur le côté AE^ en G' y par exemple, dès-lors, d'après le 
théorème de Tart. 556 la pression du point C devient nulle et les pres- 
sions en A et B sont entr'elles dans le rapport de l'aire CG'B à l'aire 
CG' A ^ ou dans le rapport de G' B à G' A y résultat conforme à ce qui 
a été démontré art. S2o mais la position du centre de gravité du corps 
étant absolument indépendante de celle de l'appui C ^ on peut, la dis- 
tance A G' demeurant constante, placer l'appui C oii on voudra, et les 
pressions , tant absolues que relatives, en ^ et iî^ ne changeront pas, 
quelque petite que soit la distance du point C à la ligne AB y ce qui 
permet de supposer cette distance évanescente ; et cette conclusion est 
encore d'accord avec celle de l'art. 553. 

560. La verticale, passant par le centre de gravité, peut tomber sur 
un des points d'appui , le point A y par exemple, et d'après le théorème 
de l'art. 556 les pressions des points B et C sont nulles, et le point A 
supporte le poids entier du corps. Or cette conséquence du théorème 
cité , étant comme celle de l'art, précédent , absolument indépendante 
de la position du point Cy par rapport aux points A et By ou, si on veut, 
de la position du point B par rapport aux points A et C y on peut en- 
core supposer que le triangle ABC diffère infiniment peu de la ligne 
droite , sans avoir de modification à faire à la conséquence dont je viens 
de parler. 

56i. II est un cas 011 celui des trois appuis A' y A" et A'" y placés F!g. 24 
en ligne droite , qui répond verticalement au centre de gravité , sup- 
porte évidemment le poids entier du corps, c'est lorsque cet appui oc- 
cupe une des positions extrêmes A' ou A'" } soit QA' S la verticale pas- 
sant par le centre de gravité, le corps étant en équilibre autour de l'ap- 
pui A' y toute force, quelque petite quelle soit, agissant de bas en haut 
sur un point K du corps , à une distance horizontale finie de A' y 
soulèvera nécessairement ce point Ky donc l'appui A est le seul qui op- 
pose de la résistance à une force verticale appliquée au corps de bas en 
haut, donc il n'y a aucune pression sous les appuis A" et A'". 

56a. Le problème général de la détermination des pressions qu*é- 
prouve chacun des points de contact d'un plan horizontal et d'un 
corps pesant supporté par ce plan , a occupé des géomètres célèbres \ 
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il offre un genre d'indétermination singulier et remarquable dans une 
science exacte. 

Le plan et le corps étant supposés incompressibles, les données du 
problème sont le poids de ce corps, la position de son centre de gravité , 
et les positions particulières de chacun des points de contact par lesquels 
il s'appuie sur le plan; or , pour déterminer les pressions de ces points, 
quelque soit leur nombre , on n'a , d'après les principes connus de la 
statique, que trois équations, savoir: 

Z{n)=Pj 2:{nx)^aPj 2:{nj)^bP 

P étant le poids du corps, U la pression sur Vun quelconque des points 
d'appui, dont x et j^ sont les coordonnées , iz et Z^ les coordonnées, res- 
pectivement parallèles aux x et auxj^^ du point où la verticale, passant 
par le centre de gravité du corps , rencontre le plan qui supporte ce 
corps. Ainsi , le problème est déterminé pour trois points qui ne sont 
pas en ligne droite , mais dès que le nombre des points de contact ex- 
cède trois , on a plus d'inconnues que d'équations. 

563. Pour concevoir nettement en quoi consiste l'îndétermraation de 
}a question, et pour juger jusqu'à quel point elle tient à la nature même 
de cette question, considérons que lorsqu'un corps est porté, par un plan 
horizontal,, sur un nombre quelconque de points d^appui ou decontact, 
on peut, sans rien changer anx positions de ces points ni à leurs pressions, 
obtenir un nombre indéfini d'autres points qui se trouveront , comme les 
premiers, dans le plan horizontal ,sans produire aucune pression sur ce 
plan. Parmi les divers moyens de se procurer ces points de contact, on 
en peut citer un fort simple , qui consiste à adapter au corps des vis 
verticales qui le pénètrent de part en part , et dont les pointes inférieures 
peuvent être approchées du plan horizontal de manière à le toucher sans 
le presser (et en supposant qu'on produisit une pression, comme elle 
serait arbitraire dans certaines limites, l'indétennination dont je parle 
n'en subsisterait pas moins ). Gr celui qui cherchant les pressions des 
points de contact d'un corps ainsi disposé, ignorerait qu'il y a plusieurs 
de ces points auxquels on a donné une pression arbitraire ou nuUc , 
n'aurait aucun moyen de faire entrer en considération ce qui tient à 
cette circonstance inconnue ; le poids du corps, la position de son centre 
de gravité, le nombre et les positions de ses points de contact , seraient 
SCS seules données , et dans tout cela , rien ne peut faire découvrir des 
pressions réglées arbitraireraentr- 
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Voila donc un problème qu'on sait être déterminé dans chaque cas 

particulier , et dont la solution se présente ^néralement sous une forme 

t indéterminée j sans qu'on puisse, conformément aux règles de l'analyse 

indéterminée ordinaire , considérer comme admissibles les valeurs qui 

vérifient les équations auxquelles on parvient. 

Il semblerait que la condition du contact n'est, pour un point consi- 
déré isolément , liée i^ celle d'aucune pression particulière , peut même 
avoir lieu sans qu'il y ait de pression et qu'ainsi on est,^ par la nature 
même de la chose , privé des données suffisantes. 

564. Le célèbre Euler a cherché à lever ou à éluder ces difficultés 
dans un mémoire curieux qui a pour titre De pressionc pondtris in 
planum ciii incutnbit. (Mémoires de l'académie de Pétersbourg , no^i 
commentarii etc. tome 18). Il pose en principe qu<( si les appuis sur 
lesquels le corps pesant est porté par le plan horizontal, pouvaient s'en- 
foncer dans ce plan, dont la résistance est censée uniforme, chaque point 
de contact y pénétrerait à une profondeur proportionnelle à la pression 
qu'il exerce sur le plan. Or le corps étant de forme invariable , et les 
points de contact étant , par l'état de la question , dans un même pîan 
avant leur enfoncement , seront , après cet enfoncement , dans un autre 
plan , dont J'équation, en prenant les x et lesj^ sur le premier plan, 
aura la forme, 

^A^ B et Cétant des coefficients constants^ et /^désignant l'enfoncement 
du point de contact qui a .r et j^ pour coordonnées ; mais comme cet 
enfoncement est, par hypothèse, proportionnel à la pression qui s'exerce 
au même point , U peut représenter cette pression. 

565. J'observe , d'abord , que la théorie d'Euler ne suppose pas , né- 
cessairement , que les appuis du corps forment des empreintes effectives 
dans le plan horizontal qui supporte ce corps ; on peut regarder cette 
hypothèse de pénétration comme un artifice de raisonnement pour ar- 
river à une équation qui contienne une relation générale entre les pres- 
sions des points de contact; et si on veut considérer le corps et le plan 
horizontal , qui le supporte , comme parfaitement durs et incompres- 
sibles , on obtiendra l'équation ci -dessus en posant en principe que 
des lignes verticales élevées aux diff*érents points dé contact, et dont les 
longueurs sont proportionnelles aux pressions respectives qui s'exercent 
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à ces points , ont leurs sommets dans un même plan ; d'après cette ma- 
nière d'envisager les choses , les pressions JT seront représentées par 
des verticales élevées au-dessus du plan horizontal , et comme toutes ces 
pressions ont lieu dans le même sens , toutes les valeurs de Uj appli- 
cables à la question qui nous occupe , devront avoir le même signe 
que je suppose être le signe positif. 

566. Les principes posés dans les deux articles précédents étant 
admis, l'indétermination singulière dont j'ai parlé art. 563 est entier 
rement levée ; l'évaluation des pressions de touts les points de contact 
ne dépend plus que de celle des coefficients -4 ^ fi et C de Vèquation 
de l'art. 564, et on a pour cette évaluation les trois équations de l'art. 
^53 desquelles on déduit immédiatement S(JI) = Pj Z{IIx)=aPj 
S (Pj')=zùPj et, par suite, les points de contacts étant en nombre /i^ 

ny4 + B 2 (x) + C 2 {jr)=-P 

nJZ{x)+B2:{x^) + C^{xj)=€iP 

n^S{j)+B2:(xj) + C2:(jr-) = bP 

les lettres B et P^ de l'article cilé^ sont représentées ici par P et 77, 
a et If étant les coordonnées, respectivement parallèles aiix cp etj-j du 
point de rencontre du plan xj" et de la verticale menée par le centre 
de gravité du corps. 

Les valeurs de j4 jB et C tirées de ces trois équations seront substi - 
tuées dans celle de l'art. 664 et en introduisant, dans cette dernière , 
les valeurs particulières des coordonnées de chaque point de contact, 
on aura la pression qui s'exerce à ce point. 

667. Lorsque le corps pesant est en contact avec le plan horizontal, 
par une surface continue, les sommes designées par 2 j dans les équa- 
tions de l'article précédent, deviennent des intégrales définies doubles , 
prises dans l'élendup entière de la surface de contact, et on a , pour ce 
cas, en observant que la pression, sur l'élément diffèrentio-différentiel 
iix djf y est en même temps prpportionelle a l'ordonnée ZT et à l'aire 
de cet élément, 

j4ffdxdj + B/fxdxdjr^Cffjdxdj:=^ P 

AJfxdxdj + BJfx^dx dj + Cffxjdxdj = aP 

Aff:ydxdy ^r Bffxjdxdy ^r CJfy^ dxdy = hP 

jfcjuations qui donneront, comme les précédentes, le-s valeurs deA^B^x 
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Cy lorsque les valeurs détermioées des intégrales définies seront connues. 

568. Je renvoie au mémoire pour les applications de ces équations à 
divers exemples, et je me bornerai à l'examen du cas de trois points 
d'appui en ligne droite , dont il a déjà été question précédemment. On 
a» pour ce cas particulier^ dont Euler n'a pas parlée 

H H' est la ligne horizontale qui supporte le corps, ^origine des x est Fig. 14 
en A' j NTG est la verticale passant par le centre de gravité du corps; 
A' A" = x,^ A' A"':=^Xffy A' T=ia\ et on trouve art. 664 et 566, 
en ne conservant que les coefficients A et B ^ 

Pression en A' = Ir = ' 2 * ' 2 • 

Pression en A" = IT' = ^„^^a{%x,~-x„)-x,x„ P_ 

Xf + X II — Xf Xff 2, 

Pression en A'" = W" = ^i'^^^^,,-^,)-^,^,, P_ . 

Xf + Xfi — Xf Xff % 

569. Ces équations doivent être applicables à une position quel- 
conque de la projection T du centre de gravité entrt; les points A' et 
A^" j si on suppose que cette projection tombe à l'origine A'j ou que 
la verticale ÇA' S renferme le centre de gravité, la distance A'T^=^a 
sera nulle et les équations de l'art, précédent deviendront 

Pression en A' = TT = 



Pression en A" = II" = 



.X, 


+ ^„* 


x,^ + a 


7/ — ^/^// 


^„' 


X^X^f 


Xf^ + X 


n **^ /"''// 


a:,*- 


— XfXff 



a, 
P 



P 



Pression en A'" = IT" ==: 

X m "J~ Xmm "~^ X ,X mm 2t 

Ces valeurs satisfont aux conditions générales, IT^ + IT^ + ir" = P^ 
et IT' Xf + /7'"cr,, = o, mais elles devraient donner les valeurs parti- 
culières 77' = P j n" = Oj IP" = Oj telles qu'on les a eues art. 554 
en les déduisant de la théorie exposée art. ôSy et suivants; ces valeurs, 
ainsi que je l'ai observé art. 56i , sont évidemment les seules admis- 
sibles ( puisqu'un effort vertical, aussi petit qu'on voudra, qui s'exerce- 
rait de bas en haut^ au point A'[ ou au point A^^'^ soulèverait le corps 
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en le faisant tourner autour du point Jl^) et cependant on ne les ob- 
tient^ par les équations. précédentes, qu'en supposant x,:=x^,j ou en 
réduisant les trois appuis à deux. 

670. J'observerai de plus , que la pression en -^'" est négative , c'est- 
à-dire s'exerce de bas en haut, car on a ,2?,,>j?, ^ d'où ^//^/>^/* et 
cette valeur négative est encore incompatible avec l'état réel des choses , 
qui ne peut rendre d'autres pressions admissibles, que celles qui s'exercent 
de haut en bas. 

Je crois devoir, en terminant ce que j'ai k dire sur cette matière, 
dans la première partie de mon cours , citer M. Servois professeur de 
Mathématiques de l'Ecole d'artillerie de la Garde Impériale , à la Fere, 
qui a adressé à l'Institut de France , il y a environ un an, un mémoire 
inédit , dans lequel il déduit , d'une manière fort ingénieuse, des prin- 
cipes de la communication du mouvement entre les corps , la détermi- 
nation des pressions exercées sur des appuis fixes , par des puissances 
quelconques ; sa solution est fondée sur une théorie qui sera démontrée 
dans la deuxième partie du cours. 

Définition du coin , conditions de son équilibre , comment cet équilibre sa - 
tisfait au principe des vitesses virtuelles ^ application à la statique des 
i'oâtes. 

Fig. aS Syi. jiB et j4C étant deux lignes égales , le prisme droit qui a le 
triangle ^BC pour base , prend , quand il est employé aux usages mé- 
caniques dont je vais parler , le nom de coin. 

5^2. Le coin sert en général à séj)arer deux corps ou deux parties 
d'un même corps lorsque cette séparation exige un certain effort; on 
introduit ses Jaces jéCçt AB entre les points ou les surfaces qu'on veut 
écarter l'une de l'autre, et on frappe ou on presse la iêle CB dans le 
sens DA. Cette machine, une des plus simples, est, en même temps une 
de celles dont nos besoins nous rappellent le plus souvent la nécessité ; 
on la voit, sous des fonnes diverses, employée à une infinité d'usages. 
Tous les outils tranchants et instrument pointus, tels que le coin à 
fendre du bois, les couteaux, rasoirs, haches, rabots, clous, pieux, 
pilotis etc. , se rapportent à cette machine. Les moyens qu'on employé 
en bien des occasions, surtout dans la fabrique des Meules y pour di- 
yiser des blocs de pierre, en insinuant, dans des fentes, des cales de 

bois 
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bois qu*on fait gonfler en les arrosant , ceux dont on s*est servi quelque 
fois pour. soulever des masses^ en mouillant les cordes sèches qui les 
soutenaient , en sont encore des dépendances. 

Le môme instrument est employé, parla nature, dans un nombre in- 
fini de ses opérations, et elle Ta sur-tqut multiplié dans l'économie ani- 
male; les becs, les cornes, les dents, les griffes, peuvent être regardés 
comme des coins, et on sait de quelles ressources ils sont aux animaux , 
pour leur existence alimentaire, pour l'attaque, la défense etc. 

573. La théorie physico-mathématique du coin est sujette & de grandes 
incertitudes par le défs^ut de données suffisantes sur les lois auxquelle» 
sont soumises les résistances qu'on a à vaincre avec cette machine ; mai» 
si on regarde ces résistances comme connues, d'une manière quelconque , 
en intensités et en directions » les conditions de l'équilibre de la ma-r 
chine sont des conséquences on ne peut pas plus simples de la théorie 
exposée depuis l'art. SSy jusqu'à l'art. 649. . > 

Supposons que le coin AB C soit destiné à séparer les points X et £^ 
du corps GHH! LG y et qu'une puissance P agissant perpendiculaire- 
ment à sa tète CE y dans le sens DA^ soit en équilibre avec les résis- 
tances des points K et K! également distants du somipet Aj les condi- 
tions AK=^AK' jf et angle CAD =i angle BAD supposent déjà que ce» 
résistances sont égales entr'elles, et si H désigne l'intonsité de l'une ou 
de l'autre, prjse dans la direction Kl ou iC^ / perpendiculaire k AC oyx 
AB , on verra fort aisément que les résultats consignés dans l'art. ôSç, et 
appliqués au cas dont il s'agit ici, donnent, en faisant angle ÇAIf^=)/f^ 

requation // = — : — 7— vr- * ou 

sm.(s\t) 

* - 
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c'est d'ailleurs ce qui se déduirait immédiatement de la décomposition do 
la force P en deux forces dirigées suivant IK et IK^j I étant un des points 
de la direction de P qui peut être considéré comme son point d'application. 
674. Ainsi il y aura équilibre entre la force P agissant suivant DA 
et deux forces ITj normales sur AC et AB ^ appliquées à des points 
K et £' également distants di^ son^met gU ar^te A^ et ayant . chacune 

pour valeur : — r- , 

• ft sm. \ff 

I 34 
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1 j^I JU 



on a 



et par coi^équent ^= ■■ ■ . P ^ d'où 

OIS 

c'est }e <liéoréme , donné dam tous kts oovre^es él^émcmaires, sâr l'équi- 
libre do COTD. 

675. J'ai supposé , pomr tendre kft râspuktffs immèdififtemeM appli- 
cables aot cas ti$ue)»5 ique )e profil J^B€^<était uti triangle iso^èle^^ et 
qtifé la direction de ia fituissahce P jmsàait pâfr ié fnilleu ^ la ligne 
CB et far Je soiMinet Aj mairt'^i ditiM*dU)art feÂBôifiHef' sur l'équilibre 
du coin , d*tme manière plus générale , i^èitftivettîeM k sa fortiie et à la 
direction de la ptmsAilGe qui liii i^^t a^plj<)uéê> ôn^rrïVeràit aux mêmes 
relations entre k pufissaiice Z' tt les ^l'Wsrùiiè normiAês «u'x pofnts de 
contact, trouvées art. 687 et 6ifiv4nfl9. Dans les articîe'S'cités, Vïes points 
de contact 'mobrlès eirercaiem -d^ pressions sur des sni'ra^es immobiles; 
ici on a À traiter 1^ Cas inv£*tsè ^ mais '\h inardie du raisonnement et 
les résultats dnalytk)ûes sont lès mêmes dàfts l'un et l'autre cas. 
Fig. 26 S76- En conseiVailt, quant ^ coin ^SC et -à la force qui lui est ap- 
pliquée , leè hypothèse^ de l'art. 6^3 , supposons que ce coin est em- 
ployé à séparer deulx corjm Ç et Ç^ posés sur un plan immoWle ^If 
paraMMe au plan CS , et dont les profils trantsfversaux , sont les pafal- 
lélograrnmes rectangles a e K d ^i a' e' K' d! j les points de contact 
K et K' étant , comme à l'art, cité, à égales distances du sommet j4, 
et cherchons la valeur commune de deux puissances égales qui appli- 
quées en K et K' parallèlement à H H' et à CB ^ ou perpendiculaire- 
ment à A D ^ feraient équilibre & la force P. 

La composante de P ^ normale k AC et agissant en Kj qui a pour 

p 

. valeur — . p , étant elle-même décomposée en deux forces, Tune pa- 

2. sm. \p ^ ' r 

rallèle et l'autre perpendiculaire à HH' , on a une première force 

P P • 

— ^ ■ , ■ X COS. CAD ou ' '-^ — - agissant dans le sens Kcj et 

2. sin, ^p .2 tang. y!/ . 

p 

une seconde force — .^V x sin. CA D ou fP agissant dans le sens 

2 sm. \P ^ 

Kd, Cette dernière est détruite par la résistance du plan HH' : donc 
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P 

une force • . acissant dans le sens çK. contrebalancera l'effort 

2 tang. \P^ ^^ ^ 

que P exerce sur le corps Qj et iitie force ^gaïe, appliquée en Kf dans 

le sens e' K' ^ contrebalancera l*effort qiie le corps ^ a à soutenir. 

En ivsumé le système des trois> corps ABCj ()*et (Vsera en équilibra 

« , appliquant u«e force P au premier corps, dans la direction et dan» 

p 
le sens DA^on applique aux corps Q et Q' des forces égales — ; r ^ 

dans les directions respectives et dans les sens» eR et e^K'. Désignant 
par & l'une ou l'autre de ces deux forces on a 

% tang. tp 
bjj.' Imaginons que chacun des systèmes représenté par les figures 
a5 et 26 , éprouve un dérangement qui fasse parcourir aa point / de 
concours des directions des forces en équilibre appliquées au coin ABC 
un espace fini égal à li ^ dans le sens de la ligne DAj menant les pa- 
rallèles z A et /// à AC et AB et formant les triangles rectangles Ihi^ 
Ih! i dont les angles droits SQnt en h et V ^ fig. a.5 , et en /^ fig. a6 , 
les espaces parcourus par le point / et par les points K et K' ^ dans des 
directions parallèles aux forces P et /7^ fig. 25> ou -P et S ^ %. ii6, 
seront, respectivement, égaux a li ^ /^ ôt Ih! ^ le théorème de l'^rt. 85, 
donne, ei> ayant égard aux sens des. actions de ces forces.. 

Figurées Py.Ii — a/7x^^ = 

Figvire 26 , . • Pxli — :^0 xV(^=?o 

Paria première écmatron, JJ=a ■■ -, , 1 xP=^ — *-- r J 

li P 

Parla seconde équation, ©= — —r- X P='rPcotanc.T^ = , ,^ 

^ 2IA ^ a, ta«g, w 

et on déd^H ainsi du principe des vitesses virtuelles les rç^è-mes condi- 
tion d'if^îHbre que celles qui ont été trouvées art. 5^3 et 5^6. 

576. Je me reslreiiw, pour abréger, aux notions les plus élément 
^ifes sur l'éq\iiUlNre du coin ^ et je sup()rime , par le même motif, les» 
recherches relatives à l'équilibre d'un système de coins. J'ai traiti^ cette 
mauère , ^vec beaucoup de détail, dans le premier tome de mon am>hi^ 
tùçiiérc hjréa^uliquCj depuis l'art. 8461 jusqu'à l'art. 879, où j'ai donné 
une théorie complète de la staiu/ne des voûlesj coatenant toutes les* 
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explications nécessaires pour faciliter l'application des résultats analy - 
tiques à la pratique des constructions. tJne des conséquences curieuses 
de cette théorie est le rapprochement , fait art. 877 de l'ouvrage cité , 
entre la courbure d'une voûte en betceau dont les voussoirs , sollicités 
par des forces quelconques y se font niutuellement équilibre , et celle 
d'une corde parfaitement flexible et inextensible retenue par ses extré- 
mités et sollicitée aussi , à chacun de ses points , par des forces quel- 
conques. Des marches de raisonnement et d'analyse très-différentes , 
dans l'un et l'autre cas, conduisent à la même équation d'équilibre. 

L'identité des résultats .dont je viens de parler se conclut des consi- 
dérations générales précédemment exposées art. 5oi et 614, et j'ai établi , 
dans ce dernier article, la distinction entre les deux espèces d'équilibre 
qu'offre le système des corps durs appuyés les uns contre les autres, et 
la courbe funiculaire. 

» 

De la poulie simple et des systèmes de poulies ; équilibre des forces appliquées 
à ces systèmes \ principe des vitesses virtuelles vérifié par cet équilibre. 

^ig- ^7 579. Imaginons un solide engendré par la révolution d'un parallélo* 
gramme rectangle dbcdj autour de sa base de j le milieu du côté ab 
étant infléchi suivant la courbe a 6yj ce solide aura la forme de la ma- 
chine simple appellée poulie. La surface courbe engendrée par la courbe 
a^y^ sur laquelle s'applique la corde,* se nomme ^r^e de la poulie. 

La poulie, dans les usages mécaniques auxquels on Remployé, tourne 
autour d'un axe A A' qui , dans certains tas est fixé à son centre, et dans 
d'autres cas, traverse cette poulie, sans faire corps avec elle, par un 
trou pratiqué à ce même centre. 

L'axe est supporté, soit par des appuis ou paliers fixes, soit par une 
pièce mobile qu'on appelle chape , (voyez fig. 28 et ap). Je n'insiste 
pas d'avantage sur ces notions qui sont familières aux élèves. 
Fig. a8 et 29 58o. M' étant un poids dont une puissance M doit empêcher la des- 
cente par le moyen de la corde MDEM' ^ enroulée sur la poulie C^ il 
est évident que le poids AT et l'effort exercé par Jlf seront, dans le cas 
de l'équilibre, égaux entr'eux. La poulie ne sert ici qu'à produire ce 
qu'on appelle un renvoi de mouvement ; elle procure au moteur le 
moyen de prendre différentes directions dans un plan vertical perpen- 
diculaire à son axe. 
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S8i. M et Af sont, comme précédemment, la puissance motrice et Fîg.3o 
la masse pesante (à laquelle on peut réunir le poids de la poulie et celui 
de sa chape) que cette puissance doit tenir en équilibre; la corde à l'ex- 
trémité de laquelle le moteur exerce son action , est attachée, par son 
autre extrémité , à un point fixe. 

Désignant par €, Tangle que forme la verticale avec le cordon auquel 

ilf est appliquée, on a, 

M= 7 M' COS. e 

58a. Si le cordon auquel le moteur est appliqué passe sur un point 
fixe, la poulie prendra une position facile à déterminer, ainsi que je l'ai 
fait voir en parlant du polygone funiculaire. 

583. Le moteur M exerce son action à l'extrémité d'une corde qui pig. 3r 
passe sur un point fixe jé et s'enroule sur la poulie i ; l'autre extrémité 
de cette corde est attachée au point fixe B. On a ainsi, un système de 
poulies 1 , 2 y 3, etc. sur lesquelles s'enroulent des cordes dont chacune 
est attachée , par un bout à la chape de la poulie précédente, et par sort 
autre bout, à un point /îxe CjDj etc. un poids Bj suspendu à la chapô 
de la dernière poulie doit être tenu en équilibre par le moteur M. 

Soient n le nombre des poulies , i'j t'^j t'" ^ etc. , les tensions deô 
cordons qui s'enroulent , respectivement , sur les poulies i , a, 3, etc. , 
on aura, en désignant par 2^^ 2^' ^ %tf" y etc. les angles respectifs que 
forment entr'ellesles deux directions de chacun des cordons qui éprouvent 
les tensions ^ ^ i"j l!" ^ etc. 

/' =M 

t" = ^/'cos. 6' 



/'''=a/"cos.^" 



/(n) = i/(n— COS. f (»-:') 

Ô84. On déduit de ces équations 

j^^ B 

2° COS. if COS. f " . . . . COS. 6(n) 



(n) et (n— i) sont des numéros d'accentuation, et n un exposant; 

585. La figure 3^ se rapporte à un cas moins général que les précé- Flg. 3a 
dents , celui où le système est disposé de manière que les cordons sont 
parallèles entr'euxj cette condition se trouve remplie lorsque la distance 
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liorî^ontale entre le premicF point fixe j4 et le deuxième point fixé B 
étant égale w diamètre de la poulie i ^ les distances horizontales entre 
B. et Cj entre C et JDj etc. ^ sont, respectivemesit , égales au rayon de 
la poulie 2, au rayon de la poulie 3 , ek:. On a > da«A ce cas 

fi 



M= 



^'^ 



Fig. 33, 34 ei3S. 586. La relation entre le poids R dont on veyt empêcher la descente 

et le moteur Mj destiné à kii faire équilibre, est aisée à appercevoir 
dans les systèmes, auxquels se rapportect leis fig. 33 » 34 et 3d, c^i re- 
préseatcnt les combinaisons de pouiies qu'ion appelle des moHjles. Cbi^cuii 
de ces systèmes , qu'on suppose disposé de manière que les cordons soient 
parallèles , se cgmpo^ de dewx p^rtie^, l'une supériw**^ qwi est un as- 
setxiblage dç poulies 4oAt les axes sont toU;j(Hirs à la voètt\Q distance v^r* 
tiçale du poin^ f^e 4q ^uQipensioft de to«jr^ lesy^t-èoief et L'autre inférieure 
à laquelle le poids est attaché , et qui peut s'élever ou s'abaisser. Cette 
partie inférieMre est su^enduç là, U supérieure par autant de cordoM 
qu'il y a de piOyuiies d^ns l'iu^ et l'autre , et ces» cordons » qui formeal 
les soMS-dÂvisioRs d'ue^ wié^e cor^ cont^iiHie , paifaîteaien^ ftéJi^ihle , sojat 
^Qus égf^leiijieAq tend<^; ai^isj h é^^i^t le iiQhiijil>re d^ pouiiesdu syatèioe, 
et ^ la tension d'U9 des coiPdons^ l^ poids iî- plu^ le poidis de la pan<ie 
inférieure du système de poulies^ équivalent à /|/ ; ipaii le moieur Af> 
appliqué à l'extréniité de la çqrde,^ Q'ayant à cOiPtrebalancey que la tenr- 
sion de cette corde, fait, dans le cas de l'éauUibre, urv effort égai à /^ 
d'où on conclut 

587. On voit, par ce qui précède, que la poulie est une maclune égale- 
ment remarquable et par sa sini])ticité et par ses propriétés mécaniques , 
aussi son usage esl-il très-répandu, sur -tout dans la marine. Il est on ne 
peut pas plus facile de voir comment c^'tte machine vérifie le princitpc 
des vitesses virtuelles, et, dans le cas du parallélisme des cordons, cette 
vérification a lieu po^r des espace^ fipis^ parcourus par les points d'ap- 
plication du moteur et de la résistance^ En effet, dans le système repi?é- 
scnté fig. Sa , l'espace vertical parcouru p^ijc chaque poulie est toujours 
moitié dç l'espace correspondant parco^u parla pouHe inimédiatement 
supérieure , et duyl?le dç. cçli^i que pcircourt la poulie immédiatenieut 



. • 



Section quatriiîmï:. è^ t 

inférieure, d'où on conclut , n^t^nt Je nombre des poulies , que les lignes 
décrites on même tejD{>8 par les |!K>i«its d'«')f)piicàtion du moteur de \a 
résisCâitce , sont etitr'ê()tes dans le rapport de ^2° : i , 

Dahs le cas ^6>systèmes représentés par les figures 33, 34 et '35 , si 
le poids B parcourt un espace vertical hj la longueur de chacim des n 
cordons variera de hj et la variat^OTi de la somme de ces longueurs, 
fiera nh j égale k Rallongement de la partie de corde comprise enti-e le 
point d'application du moteur et là première poirfie , égale, par cotisé- 
<juent, à la ligne décrite par ce point, la corde 'étant supposée touj(*urs 
tendue ; cette ligne efet <lonc h, la variation ide hauteur du poids comme 

588, É^ant dctorié un systènric quelconque sollicité par des forceis dont 
les intensités et les directions sont aussi quelconques, on peut toujoirrs 
concevoir 'Une combinaison de moufles , adaptées ^ ce systénrie , telle 
que d'autres forces feraient ^ur les points du système , par le moyen de 
ces moufles, en remplissant certaines conditions données , précisément 
le même effet que les premières forces auxquelles on pourrait les subs- 
tituer. L'auteur de la Mécanique analytique a donné Une démonstra- 
tion du principe des vitesses virrtuelles , aussi curieuse qu'ingénreufee , 
fondée sur des transformations de cette espèce. (Voyez le Journal de 
r École Polytechnique.) 

Du levier et de ses diflferentes e^pèoeè ; ))robléinc sbr le levier pesant ; prin *- 
oipe des vitesses virtuelles considéré particulièrement dans l'équilibre des 
forces appliquées à cette machine. 

589. Un Ici^ier est , en général , un corps assujetti à tourner autour 
d'un point ou d'un axe fixe. J'ai donné , dans la deuxième section de 
ce traité, la théorie complète de l'équilibre d'un pareil corps, et des 
pressions que supportent les points et les axes fixes ; je me bornerai à 
présenter ici , quelques notions élémentaires applicables à la mécanique 
pratique , et dans lesquelles le levier est considéré comme une verge 
inflexible , assujetti à tourner autour d'un point ou.d^un axe fixe , et 
sollicité par des forces qui agissent dans un plan renfermant ce point, 
ou perpen'iiculaire à cet axe. 

690. En simplifiant ainsi la forme du corps et supposant qu'il n'est 
sollicité que par deux forces dont l'une est le moteur et l'autre la résis- 
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iance^ on distingue, dans la mécanique appliquée , trois espèces de 
machines comprimes sous la dénomination générique de levier^ savoir : 

Le levier de la première espèce , dont le point d'appui , ou l'axe de 
rotation est entre les points d'application du moteur et de la résistance. 

Le levier de la seconde espèce sur lequel le point d'application de la 
résistance est entre l'axe et le point d'application du moteur. 

Enfin le levier à^ la troisième espèce, sur lequel le point d'application 
du moteur est entre l'axe et le point d'application de la résistance. 

591. L'équilibre de chacune de ces espèces de levier dépend, d'après 
ce qui a été amplement expliqué et démontré dans la deuxième partie 
de ce traité , d'une condition unique ; cet équilibre a lieu lorsque les 
inoments (art. 157) du moteur et de la résistance , par rapport à l'axe 
de rotation , sont égaux et de signes contraires. 

592. Qn aura égard , quand il sera nécessaire, à la pesanteur du levier, 
en introduisant, dans l'équation d'équilibre, la spmme des moments des 
poids de toutes Ips molécule» qi|i composent sa masse , avec les signes 
convenables. 

I^e levier pesant de la deuxième espèce donne lieu à un problème de 
minimum dont il est bon de placer ici la solution. 

Lorsqu'on veut, par le moyen d'un pareil levier , que je suppose être 
une verge droite , homogène et uniformément grosse, faire équilibre à 
un poids P placé à une distance a du point d'appui ou de l'axe, p étant 
îe poids de l'unité de longueur du levier, M le moteur, x la distance 
de son point d'application à l'axe qui est cencé ^tre la longueur totale 
du levier, on a, dan§ le cas de l'équilibre, 

Mx^^aP -{-^px^ (i) 

(Afagit verticalement de bas en haut) on déduit de cette équation 

M=.fI±lP^ (,) 

X ^ ' 

et on voit que iW= 00 ^ tant lorsque x=oq qye lorsque j: = o. Entre 
(Ces deux limites se trouve le point où il faut appliquer M pour que son 
efTprt soit un minimum , et la position de ce point se détermine par 
l'équation. 

^f%aP\ 
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La valeur minimum , correspondante de M^ se calcule par l'équation 

M=y^IJj^ (4) 

693. 'L'application du principe des vitesses virtuelles à l'équilibre du 
levier est un cas très-particulier de la théorie relative à ce principe, que 
j*aî exposée dans la troisième section de ce traité ; voici comment on 
peut, indépendamment de cette théorie générale, démontrer fort-simple- 
ment que l'équilibre du levier, tel que je le considère ici , vérifie le 
principe des vitesses virtuelles. 

M et'/? étant le moteiii*et la résistance qui se font équilibre par l'in- 
termède d'un levier, abaissons, du point d'appui, des perpendiculaires 
772 et r sur leurs directions respectives, et menons, du même point d'ap- 
pui aux points d'application de M et B sur le levier, des droites dési- 
gnées par fi et f. 

Supposant ensuite que le système tourne dans le plan des forces Met 
n et autour du point d'appui , d'une quantité angulaire infiniment petite 
d^j on démontrera aisément que les projections des longueurs absolues 
des arcs élémentaires décrits par ^ et p^ faites sur les directions des forces 
Met Bj sont respectivement égales aux longueurs absolues des arcs élé- 
mentaires décrits par m et rj ces dernières longueurs ont pour valeurs 
Tnd^ etrd<Pj etPéquation Af .m^^ — R.rd^ = o, donnée par le prin- 
cipe des vitesses virtuelles , se trouve identique avec l'équation d'équi- 
libre Mm — /îr:=o, déduite des principes élémentaires de la statique. 

Du tour et de ses différentes espèces , telles que le treuil et le cabestan, 

594. On fait un grand usage, dans la mécanique-pratique, d'une ma- -, «^ « o*. 
chine qui a le nom générique de lourj et dont les diverses variétés se 
rapportent toutes au levier. 

Cette machine est composée d'un arbre ou corps cylindrique, qui tourne 
sur deux tourillons, placés k ses extrémités et appuyés sur des paliers , 
ou retenus dans des trous circulaires. 

Une corde, enroulée sur cet arbre, s'attache' au poids qu'on veut en- 
lever et, en général, au point oii est appliquée la résistance qu'on veut 
vaincre ou contrebalancer, ce à quoi on parvient, en faisant tourner 
l'arbre , ou en lui donnant une tendance au mouvement de rotation , 
dans le sens convenable. Les forces motrices, qui donnent ce mouve- 
1 * • 35 
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ment, ou celte tendance au mouvement, sont appliquées, ou aut cxtre^ 
mités des leviers qui traversent l'arbre et lui sont perpendiculaires^ oa 
à des manivelles , ou à différents points de la circonférence d'une roue 
fixée et concentrique à \ arbre. 

5g5. Le /our prend le nom de treuil lorsque l'arbre est dans une 
position horizontale, et celui àe cabestan lorsque l'arbre est vertical ; on 
l'emploie, particulièrement, dans la marine, sous cette dernière forme, 
La position horizontale de l'arbre de laquelle résulte la position ver- 
ticale du plan dans lequel agissent les forces motrices, fournit le moyen 
d'employer la roue k tjmpan mue par le poids des hommes et même 
des animaux ; des roues de cette espèce sont souvent adaptées aux grues 
et on les applique à plusieurs autres machines. 

b^. Tout ce que je pourrais dire sur l'équilibre du tour et sur les 
pressions des tourillons ^ dans le cas de l'équilibre, est textuellement et 
complètement exposé depuis l'art. 368 jusqu'à l'art. SSa. Il me suffira 
d'avoir donné ici une idée des principaux modes d'application de la théo- 
rie des art. cités , qui ont été adoptés dans la mécanique pratique. 

Il y a cependant une observation essentielle, relativement à la gros- 
seur d'une corde enroulée sur un arbre ou cj:lindre ^ que je ne dois pas 
omettre. Le bras de levier d'un poids suspendu k une corde ainsi en- 
roulée , et , en général , celui d'une force quelconque , qui tend cette 
corde , pris par rapport à l'axe du cylindre , doit toujours se mesurer 
depuis ce même axe jusqu'à Taxe de la corde, et être, par conséquent, 
égal à la somme des longueurs du rayon du cylindre et du rayon de la 
corde. P étant la puissance , ret ^ les deux rayons dont je viens de parler , 
le moment (art. 467) de P^ par rapport à l'axe du cylindre, a pour va- 
leur P(r+f>) 

De la m; conditions de l'équilibre de cette machine ; comment ces conditions 
Terifient le principe des vitesses virtuelles. Moyen de réunir, dans la vis^ la 
solidité à une grande puissance mécanique. 

Fîg.Sgnos. 1,2,3 5^7. La i^i est une cooxbinaison particulière du levier et du plan in- 
4,5, 6 et 7. cUn||é , et sa tliéorie participe de celle de ces deux machines. 

Lçs élèves ayant une connaissance exacte et complète de la généra- 
tion çt de la composition de la vis , dont ils font une étude détaillée 
dans k cours à^ géotnétrie descriptive^ je me contente, pour abréger. 
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de mettre sous leurs yeux, les figures, en forme dépure ^ d'une vis à 
Jilets carrés et d'une vis kj^lets triangulaires. 

598. Supposons qu'une vis , mise dans la situation verticale et ayant 
son écrou fixe , supporte un poids dont le centre dç gravité se trouve 
dans la verticale passant par l'axe de la vis, et cherchons les conditions 
de l'équilibre entre ce poids et une force horizontale agissant perpen- 
diculairement à un levier horizontal dont l'axe rencontrerait celui de 
la vis. 

Soit P la somme des poids du corps à tenir en équilibre et de la vis 
elle-même, M la force horizontale qui doit établir cet équilibre , A la 
hauteur du pas de vis, r la distance du point d'application AeMk l'axe 
de la vis, et p la distance entre cet axe et le milieu de la saillie du filet. 
(D'après la valeur assignée à ^, on peut, dans les cas d'application les 
plus ordinaires, substituer pour le calcul , à la vis donnée , une vis fie- 
tive dont le filet aurait une saillie infiniment petite, sur un arhre d'un 
rayon égal k p.) 

U résulte de la compoMtion de la machine que la vis, supportant Te 
fpoids, tend à descendre le hnig de Yhétice suivant laquelle les filets de 
Vécrou sont courbés , de la nnème manière qu'un corps grave tendrait & 
descendre sur un plan incliné formant, »vec l'horizon, un angle dont lu 

tangente trigonométrique serait (^est la demi circonférence dont 

le rayon s= i )• Appliquons au frlet de cette vis, une puissance horizon- 
tale M^ dirigée isuivant une ligne dont la distance à l'axe vertical soit 
=^^ cette puissance M' fera équilibre au poids Pj si sa valeur satis- 
fait k l'équation d'équilibre du plan incliné donnée art. d3o. 

la tangente trigonométrique 



2^0 



^ I représente 



sin. 0^ 

TW 



cos 



Supposant que AP a la valeur qu'on vient d'assigner , je la décom-- 
pose en deux forces horizontales, qui lui sont parallèles, l'une dirigée 
sur l'axe de la vis , et l'autre ayant son point d'application à une dis - 
tance r de cet axe. La première composante est détruite par la résis- 
tance de l'écrou , et l'autre qui a pour valeur -^ ifcf % est capable df 
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remplacer, seule, la puissance M^j relativement à l'équilibre qu'on veut 

obtenir. Cette valeur -^ M^. ou P est donc celle que doit avoir 

r fLTtr 

le moteur M^ agissant à une distance r de l'axe de la vis, pour faire 
équilibre au poids P ^ et les conditions de cet équilibre sont exprimées 
par l'équation * 

>/= P. 

« M est kP comme la hauteur A du pas de vis est à la circonférence 
« décrite du rayon r^ longueur du bras de levier du moteur Af. » 

699. Supposons que, par une cause quelconque, le poids P et la vis 
montent ou descendent d'une hauteur fch(fc étant un nombre abstrait 
quelconque), le point d'application du moteur Af décrira, dans le sens 
liorizontal, un arc dont la valeur angulaire sera a ^À et la longueur ab- 
solue fL^rkr. (Il faut observer que ce point d'application pourrait être 
sur une corde , qui aurait une partie de sa longueur enroulée autour 
d'une poulie concentrique à l'arbre de la vis et dont le rayon serait = r, 
la direction de M demeurant toupurs tangiente à la circonférence de la 
poulie) or l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles et ap- 
pliquée à des espaces finis parcourus par les points d'applications des 
puissances, donne ^TrkrM — khP = Oj conditions d'équilibre iden- 
tiques avec celles qui ont été assignées dans l'article précédent. 

600. 11 résulte de ces conditions que le moteur M a d'autant plus 
d'avantage pour tenir le poids P en équilibre, que la hauteur h du pas 
de vis est plus petite ; mais cet avantage s'acquiert aux dépens de la 
solidité et de la durée de la machine , parce que, pour un arbre de vis 
d'un diamètre, donné et sur une longueur déterminée de cet arbre, on 
ne peut serrer\çs pas devis, c'est-à-dire multiplier le nombre des filets, 
qu'en diminuant leurs forces. 

Voici cependant un moyen de donner au moteur un avantage indé - 
fini pour faire équilibre à une résistance, en employant des filets de vis 
de dimensions arbitraires. 
Fîg. 40 ^B et CD sont deux montants immobiles auxquels l'écrou fixe E est 
attaché. Un autre écrou e peut se mouvoir entre ces deux montants, et 
on le guide en pratiquant des rainures le long de AB et CDj dans les- 
quelles coulent des tenons taillés sur les flancs de e^ 
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On a taillé , sur Tarbre de la vis VV ^ enffel ip^ deux pas de vis 
différents, dont Tun coilvientà l'éorou fixe Ej et l'autre à l'écrou mo- 
bile e^ et d'après cette déposition si oti tourna la vis dans un sens ou 
dans l'autre , le poids P (la «vis étant supjfoséé verticale ) suspendu' à 
l'écrou mobile e, par les brides , ou liens quelconques , mn et mf n' ^ 
aura le même mouvement vertical que si la vis n'avait qu'un seul filet 
dont la longueur àe pas serait égale à la différence entre les longueurs 
de pas des deux vis taillées sur l'arbre VVy et les condition^ de l'équi- 
libre sont les mêmes qne'sî ce filet unique existait réellement. 

Voilà donc l'énergie de la machinée, pour tenir un poids en équilibre, 
rendue d'autant plus grande que la différence entre deux longueurs de 
pas de vis est plus petite, et comme, en donnant aux filets de chacune 
de ces vis une grosseur» et une solidité arbitraires, la différcpce çntœ 
\ewx% pas '^exxt ^^re rendue aussi petite qu'on veut, la condition demandée 
se trouve ainsi remplie. . . . ^ ;• - » ^ > 

J'ai eu ridée de l'emploi d'un arbre de vis à deux" filets, comme celui 
que je viens de décrire, en m'occupant de la perfection des micromètres 
astronomiques auxquels j'ai appliqué cette idée avec tout lesuccès dé- 
sirable. On peut consulter , pour de plus amples détails , .une note, que 
î^ai publiée dans un des derniers volumes de la Connaissance des temps 
et le Traité des machines de MM. Betancourt et Lanz^ 

Des systèmes de roves dentées et de pignons. Gemment les conditions d'équw 
libre de ces systèmes vérifient le principe des vitesses virtuelles^ 

6oi. La théorie géométrique des engrenages , celle de la forme des 
dents des roues et des ailes des pignons se trouvant comprise dans les 
leçons de géométrie descriptis^e que reçoivent les élèves je supprimerai, 
pour abréger, tous les détails relatifs k ces divers objets d'étude. 

La figure 41 représente un système de /;/^/?o/î^ et de roues dentées p-^ .j 
par le moyen duquel un moteur M fait équilibre k uri poids P. Le mo- 
teur 3f est appliqué tangentiellement k la circonférence d'une roue qui 
n'est pas dentée, faisant la fonction de poulie, et portant k son centre, 
le premier pignon. Ce pignon s'engrène dans la première roue dentée 
qui porte k son centre , un deuxième pignon lequel s'engrène dans une 
seconde roue dentée portant , k son centre, un troisième pignon, et ainsi 
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de suite. Le poids P est suspendu à une corde enroulée sur un cylindre 
fixé et concentrique à la dernière roue dentée. 

Tous les axes de rotation sont fixes, parallèles entr'eux et compris dans 
un même plan horizontal. Il s'agit de trouver les conditions de l'équilibre 
entre M et P. 

602, Je désigne par m le rayon de la roue sans denture , ou poulie , 
à laquelle la direction de Jtf^est tangente , et par /^ le rayon de l'arbre 
«ur lequel s'enroule la corde à laquelle le poids P est suspendu ; m et 
p étant , conformément à l'observation de l'art, ôçô, mesurés depuis les 
axes de la poulie et du cylindre , jusqu'à l'axe de la corde. 

Je nomme r'^ f^^j v"' ^ etc., les rayons respectifs de la i«'«, de la a«, 
de la 3® , etc. roue dentée ; çf , çf' ^ çf" , etc. les rayons respectifs du 
i«ï , a« , 3« , etc. pignon. Ces rayons sont ceux qu'on appdle rayons 
moyens dont les rapports, entr'eux , représentent les rapports de nombre 
de dents des roues, ou des nombres d* ailes des pignons. 

Soit, de plus, k' la pression qu'exercent l'une sur l'autre, dans le 
cas de l'équilibre du système, l'aile du premier pignon et la dent de la 
première roue qui se trouvent fp çcMitact , pression qui a lieu sur le point 
où les extrémités des rayons moyens (/ et r^ se rencontrent, et dési- 
gnons par i''^ V^ y etc. les pressions correspondantes du a« pignon sur 
la 2« roue dentée , du 3« pignon sur la 3^ roue dentée , etc. , on aura 
les équations successives , 

Mm = ç'^fâi 
r'V ^fh" 



n est le nombre des roues dentées égal à celui des pignons ; Cq) et («^ — 
sont des numéros d'accentuation. 

6o3. On déduit j de ces équations, l'expression suivante de la condi- 
tion d'équilibre. 

Mm/i^'r^" . , . fM=^Ppp'p''p''' . . . ()M 

dans laquelle on peut , aux rayons moyens r' y r" ^ t'" , etc. , ^% çf\ 
p'" , etc. substituer , respectivement , les nombres des dents des roues 
tl Ie3 nombres des ailes des pignons. 
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604. Supposons que le système se dérange de la situation d'équilibre 
de manière que la roue , sans denture , ou poulie , à laquelle la direc* 
tiou du moteur est tangente tourne d'une quantité angulaire finie ^^ les 
angles respectifs décrits par les x'*, â«, 3*, etc. et /i* roues dentées 



seront 



i'«. roue dentée . . . -^--7- à 

r 

^ ^ ^ 



Les espaces absolus parcourus par les points d'application de ilf et 

de P seront donc ^m et I -S— • "777" \iïï\ j ^P ^ ^^ ^" 

déduit du principe des vitesses virtuelles appliqué au cas où les espaces 
correspondants parcourus par les points d'application de& farces- sont 
finis, l'équation 

identique avec celle de Tarticle précédent, en divisant par ^, 

Observations générales sur le frottement et Yadhérence* 

6o5. Lorsqu'un moteur et une résistance sont en équilibre sur unr 
machine, dans l'état où j'ai considéré, jusqu^à présent, cette espèce de 
système, si l'intensité de l'un ou de l'autre vient à varier d'une quantité 
indéfiniment petite, l'équilibré est nécessairement rompu. Mais cette 
manière d'envisager l'équilibre des machines est purement idéale, et, 
dans l'état réel et physique des choses , le moteur ou la résistance 
peuvent varier, dans certaines limites, sans que l'équilibre ou plutôt 
\état de repos de la machine cesse d'avoir lieu. 

Ainsi R étant une résistance et M un moteur qui , sur une machine 
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donnée, vérifient les équations par lesquelles j'ai exprimé, jusqu'à pré- 
sent, les conditions abstraites de l'équilibre de cette machine, le moteur 
M n*est pas physiquement prêt à mettre la machine en mouvement 
comme il semblerait qu'on peut le conclure de la théorie exposée dans 
cette section et dans la précédente; il faut, pour qu'il arrive à ce point, 
que son intensité s'accroisse d'une certaine quantité fij et la machir.e 
restera dans l'état d'équilibre ou de repos sous tous les efforts exercés 
au point d'application du moteur , dont les valeurs seront plus grandes 
que M et plus petites que M + fit. 

606. Cet état de repos n'a pas lieu seulement pour les accroissements 
de Mj depuis M jusqu'à M + fit.j mais encore pour ses diminutions 
depuis 3f jusqu'à M — fii'j ensorte qu'une machine étant donnée, si on 
a une résistance R et un moteur^W^ d'intensités telles que ces puissances 
appliquées à la machine ^ satisfassent aux conditions d'équilibre assi- 
gnées jusqu'à présent, l'état de repos de la machine subsistera tant que 
la valeur de l'effort exercé au point d'application du moteur sera plus 
grande que M — ^' et plus petite que M+fitj la variation totale, entre 
ces deux limites, est fit + p-^ J les quantités p et p' sont, en général, 
différentes l'une de l'autre. A la première limite le moteur est prêt à céder 
à la résistance ; à la seconde la résistance est prête à céder au moteur. 

607. On ne peut appliquer le principe des vitesses virtuelles à cet 
état de choses que d'une manière hypothétique. Si l'une des deux forces 
M ci R est prête à céder à l'autre , ou si Af a atteint l'une des deux 
limites dont j'ai parlé dans l'article précédent, on supposera R aug- 
menté ou diminué, respectivement, d'une quantité p ou d'une quan- 
tité p' j satisfaisant avec p, ou avec p' ^ aux conditions de l'équilibre 
indépendantes du frottement et de l'adhérence, et, faisant alors abstrac- 
tion des circonstances physiques auxquelles sont dues les variations p 
^t p' j on aura les combinaisons de forces M+p^ R + fj M+p^j R + p^j 
dont chacune vérifiera le principe des vitesses virtuelles. 

608. Ces variations dont l'effort du moteur est susceptible depuis 
l'état où il est prêt à être vaincu par la résistance jusqu'à celui où il 
est prêta la surmonter, sont dues à certaines résistances particulières , 
qy'on peut atténuer plus ou moins , mais qui résultent nécessairement 
de la composition matérielle de toute machine, et dont la plus consi- 
dérable e?t , en général , \t frottement^ 

Si 
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Sî un corps pesant est supporté par un plan horizontal, PefFort pa- 
rallèle à ce plan , qu'il faut exercer pour faire glisser ce corps sur le même 
plan est dû , uniquement , à la résistance dont je viens de parler , en 
même temps qu'il en donne la mesure; on sait que, sans \e frottement^ 
le corps céderait à l'efTort le plus léger. 

Une résistance de même nature se manifeste toujours, tant lorsqu'on 
fait glisser deux surfaces l'une sur l'autre, que lorsqu'on exerce simple- 
ment un effort tendant à produire le même effet pourvu qu'il y ait pres- 
sion entre ces deux surfaces. 

609. Toutes les machines, destinées au mouvement, doivent être cons- 
truites de manière à diminuer le frottement autant qu'il est possible , 
et c'est là une des qualités essentielles qu'il faut leur procurer. Cepen- 
dant il y a une infinité de cas où la mécanique pratique tire un parti 
très-avantageux àw frottement. On l'a employé pour remplacer les en- 
grenages , il assure l'effet des freins employés pour modérer ou arrêter, 
à volonté, le mouvement, et contribue beaucoup à celui des machines, 
dont la classe est très-nombreuse, qui n'ont pour objet que de tenir une 
résistance en équilibre. Dans plusieurs circonstances cet effet est pro- 
duit par le frottement seul , et je citerai, en exemple , les cordes dont 
un petit nombre de tours, sur des cylindres, suffit pour résister à une 
tension énorme» L^accord des cordes des instruments de rnusique ne se 
maintient pas par d'autres. moyens. 

Sans le frottement, la marche des hommes et celle des animaux serait 
on ne peut pas plus difficile et peu stable ; c'est lui qui rend possible 
l'usage que nous faisons, pour des besoins qui se répètent à chaque ins- 
tant , de >divers instruments qu'il faut tenir dans les mains et qui s'en 
échaperaient sans cesse , si le frottement ne les retenait pas quand on les 
tient serréjS. 

610. Le frottement, dans l'acception que je viens de donner à ce mot, 
est appeWé frottement de la première espèce ^ et on en distingue un 
autre , qui s'appelle j^oz/c/wè/i/ de la deuxième espèces cette dernière 
résistance est celle qu'éprouvent , dans leurs mouvements , les corps qui 
roplent sur des plans ou sur des surfaces quelconques , en les pressant 
avec la condition que les points ou les lignes de contact ne font qu'ap- 
puyer sur les surfaces , sans glissement. 

JLes pertes de forces, dues au frottement de la sfi espèce, sont infini- 

l 36 



i82. Statique élémentaire. 

ment moindres que celles qui résultent du frottement de la i*« espèce, 
et on en tient rari^ment çorpptq dans le calcul de l'effet des machines. 

6i I . Il est une autre espèce de résistances dans le jeu des machines , 
due aux contacts des surfaces , mai& indépendante , en. général , de la pres- 
sion , c'est V adhérence. Cette résistapçe peut êtrcj très-forte lorsque les 
surfaces ont été long-temps en contact etsans moMvciment , m^is si elle 
est une fois surmpntpe, e;t que le mouvement de la machine se continue, 
elle diminue considérablement d'intensité et devient souvent insensible. 
Je l'introduirai cependant, avec la résistance du frottenieqt, dans les ques- 
tions cJ'équilibrjE; que j'aurai bientôt à résoudre et cJQPt les solutions se- 
ront suivies^dexjuelques détails sur d'autrçs^ résifttajiçcSîOQcasionnées par 
la rqideur. des cordes ^^i, des. chai^çs^ 

Mesure dn ffotteimept et de radhércnc^e» 

6i2. J'a^ dit q^e.^^,rés^(fMçe4y^€i'^^fï^^ n'avait lieu. qu'au- 

tant que le3 surfaces en contfict étaient pressées; r:une contre l'autre , et 
l'expérience a .appris qu'elle^ éjLaijt sçns^UjÇment proportionnelle à la pres- 
sion normale. On peut, daivi^^.Pïr^^uÇ', n^'s^voiraucun égard aux (ano- 
malies, peu coc^aidéraUes , q^jÇ^squAfre cettej.qi, 

6i3. Parmi les diflférent^.mqyfîD^ de s'^^urçr^ psLr,\t faiti, de^la vérité 
de ces propositions , on en peut distinguer deujip; par l'un de ces.moyens 
que j'ai décrit, fort ep, détail , dansi vcïon jirchi lecture hydraulique j 
(art. 1090 et suiv.) où j'ai donné la description ci les dessins. des ap- 
pareils, on évalue imnçiédiatement les forces horizontales qui peuvent 
faire glisçer, sur un plan. .horizontal, un corps >d'un .poids donné. 

Ce premier mpyen a fiiit connaître quie les .forces capables de faire 

équilibre au frottement du corps étaient proportionnelles au. poids de 

ce corps , et par conséquent à la pression normale sur le plan qui le 
supportait. 

614. On. à aussi, conclu , des mêmes expériences, que Iç frottement 
était indépendant de la grandeur de la supface de contact, pourvu cepen- 
dant qu'on pq la diminuât pas jusqu'à en faire un arrête, ou une pointe, 
capable.de pépétrer le corps sur lequel elle, devait glisser. 

6ï5. Le second moyen d'évaluer le frottement a l'avantage de la sim- 
plicité et de la commodité de l'appareil , et on en déduit une expression 
analytique qui sera bientôt utilement employée, 
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Soit un corps , dont le poids =P^ posé sur un plan , et concevons 
qu*on incline graduellement ce plan jusqu'à ce que le corps P soit prêt 
à glisser et à descendre. Désignant, par <S^ l'angle que le plan fait, alors, 
avec l'horizon , on a deux composantes de P^ l'une P cos. <pj égale à 
la pression normale exercée sur le plan, l'autre P sin. ^ qui agit paral- 
lèlement au plan et tend à faire descendre le corps. Or puisque P n'est 
retenu sur ce plan, dépuis sa pôsitiôt^ horizontale jusqu'à son inclinai- 
son ^ ^ que par le frottement , et qufe Psib. -^ est là seule force agis- 
sant contre cette résistance , oh est assuré, lorsque P est pi^t à glisser 
(c'est-à-dire lorsque lé plus léger effort peut déterminer son mouvement) , 
que P sin. ^ a atteint une valeur préciisémeht égale à celle du frottement; 
P sin. ^ est donc la mesure de l'intensité dé cette résistance , et peut 
être introduite, comme telle, Aéxà le calcul dé Téquilibr^ du corps sur 
le plan incliné. 

6i6. Le rapport entré le frottement Psîn. ^ et là préssioii normale 

F COS. ^^ a pour valeur ^ ± ^ ^^ ^^"S* ^ -^ ^^^^ ^^ rappdrt de la 

hauteur du plan incliné à sa base. 

617. Posons ensuite sur la surface, qui a servi à évaluer le frottement 
de P^ un autre corps de même nature, et du même degré de poli, sur 
sa surface , que ce corps P^ et dont le poids =: P^j soit (p^ l'angle sous 
lequel P^ est prêt à glisser, son frottement sera P' sin. (p^ et le rapport 
du frottement à la pression normale aura pour valeur tahg. <p'. Or on a 
trouvé, par expérience , que , même dans les cas où les poids P et P'^, 
et les étendues de leurs surfaces de contact différaient beaucoup , les 
angles ^ et ^^ étaient à peu près les mêmes. On a donc tang. ^ = tang. <p'j 

y^ . r p sin^ <p P' sin. à' 
d'oir oti conclut --^ ^ =i — ; ^ , et 

P cos. 4> P COS. ^ 

P sin. ^ : P^ ëih. ^' : ; P cos. ^ : P' coS. ^ 

Lëè' frorteihehts P sin. ^ et P' ^in. ^' ^ soni entr'eûx comme les pres- 
sions nôrrtwféS P côs. ^ et P^ i:j6^. ip^ 

618. L'angle^ s'appelîe dhgle dnfrottèment et, d'après ce qui pré- 
cède, en multipliant par la tangente de cet angle une pression normale 
N , on a Fa résistance du frottement N tang. ^ qui a lieu dans le sens de 
la siurface sur laquelle la pression s'exerce , ^ étaht l'angle du frotte - 
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ment qui convient aux deux corps en contact et a l'état des surfaces par 
lesquelles ils se pressent. 

619. Il est essentiel! d'avoir égard à la condition posée à la fin de l'ar- 
ticle précédent, lorsqu'on veut faire des calculs exacts sur l'effet des ma- 
chines. L'angle ^ ^ ou le rapport tang. ^ ^ constant pour les mêmes corps 
et le même état de leurs Surfaces de contact , varie considérablement 
lorsque ces surfaces sont plus ou moins polies, lorsqu'elles sont, ou non 
enduites et que les enduits sont plus ou moins frais, lorsqu'on fait glisser 
deux pièces de bois, l'une sur l'autre, k fils parallèles ou à fils croisés, etc. 
à parité de ces diverses circonstances , l'angle ^ varie encore avec les 
matières en contact , surtout lorsque les surfaces ne sont pas enduites. 
Des corps de différentes matières donnent, en général , moins de frot- 
tement que des corps de même matière etc. etc. 

J'ai traité ce sujet fort en détail dans mon Architecture hydraulique j 
tome I, depuis l'art. 1089 jusqu'à l'art. iâo8; j'y ^^ donné, avec la des- 
cription des expériences , des tableaux très-étendus de leurs résultats, 

6110. La résistance due à V adhérence , n'est pas susceptible, pour le 
calcul de l'effet des machines , d'une évaluation fort exacte. J'ai déjà 
fait observer que celte résistance dépendait du temps pendant lequel les 
corps adhérents avaient été en contact dans l'état de repos , et qu'elle 
s'atténuait considérablement dans les machines en mouvement ; c'est donc 
principalement' dans le passage du repos au mouvement que son effet a 
lieu ; cet effet peut presque toujours être regardé comme momentané, 
et comme devenant d'autant plus faible que le service de la machine 
est moins interrompu. 

621. -^ étant la force nécessaire pour surmonter l'adhérence, c'est- 
à-dire pour séj>arer deux corps adhérents sur l'unité de surface, et R 
la valeur effective de la surface adhérente , j'introduirai, dans l'analyse, 
le produit AE ^ que je désignerai par A^ pour représenter la résistance 
due à l'adhérence sur la surface totale E, Je ferai ainsi l'adhérence pro- 
portionnelle k la surface de contact ; je supposerai , de plus , qu'elle 
résiste également dans tous les sens et qu'elle est indépendante de la 
pression ; par tous ces caractères, elle diffère essentiellement de la résis- 
tance due au frottement. 

En faisant ainsi l'adhérence indépendante de la pression , quant à ses 
effets mécaniques, on fait abstraction des moyens par lesquels on peut 
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la produire, dans certains cas, on a des exemples d'adhérences dues à de 
forteç pressions ou à des percussions , mais comme ces adhérences sub* 
sisteat après que les corps, ont été pressés ou frappés , elles sont alors 
soumises aux lois ci-dessus assignées. D'ailleurs ces cas d'adhérence iie 
se rencontrant pas dans les questions relatives au calcul des machines. 

De l'équilibre^ sur le plan incliné , en ayant égard SLu/rottement et à Y adhérence. 

622. Un corps pesant , dont le poids = Pj est posé sur un plan incliné 
et une puissance M agissant dans un plan vertical perpendiculaire k ce 
plan incliné , est destiné à faire équilibre au poids P j il s'agit de dé- 
terminer les conditions de cet équilibre , en ayant égard au frottement 
et à l'adhérence. 

La question, ainsi pos^e, est plus générale qu'elle ne le setnble d'abord, 
le poids P représente une puissance quelconque , dont la direction se- 
rait perpendiculaire à la base horizontale du plan incliné^ et les solu- 
tions relatives aux cas où cette circonstance n'aurait pas lieu, se dédui- 
ront aisément, par les théorèmes connus de la trigonométrie élémen- 
taire , des formules que je vais donner. 

Le corps posé sur le plan incliné, sera censé être un plan matériel, 
vertical et perpendiculaire à ce plan incliné., et je supposerai, pour 
simplifier, que, d'après sa position, sa forme, .et les directions des forces 
qui agissent sur lui, il n'a aucune tendance au mouvement de rotation» 

628. Soient maintenant \f^ et gj les angles respectifs que forment avec 
la verticale, la longueur du plan incliné et la direction de Mj € l'angle 
que font entr'elles cette longueur et cette direction, y* la tangente de 
l'angle <p du frottement , et K l'adhérence sur la surface totale de contact, 
ou le produit AE de cette surface E par l'adhérence \A sur l'unité de 
surface. 

Il faut , d'après ce qui a été dit précédemment, distinguer deux des- 
tinations que M peut avoir, dans l'hypothèse de l'équilibre , et qui sont, 
l'une d'exercer sur le corps P^ un effort tel que le moindre effort ad- 
ditionnel occasionnerait son ascension, l'autre d'empêcher, simplement, 
la descente de P en profitant du frottement et de l'adhérence. L'analyse 
suivante s'applique également à l'une et à l'autre destination ; les résis- 
tances /iV et K y seront considérées, dans les cas limites dont je viens 
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de parler y comme des puissances acuités dirigées , suivant la longueur 
du plan incliné, ayant le sens de leurs actions du sommet à la base, ou 
de la base au sommet, suivant qu'on voudra établir le calcul d'après le 
premier bu d'après le second de ces deux cas. 

Si , de plus, on considère N comme une puissance qui tend à écarter 
le corps du plan incliné, on pourra regarder ce corps comme libre j et les 
équations de son équilibre seront de même forme que celles de l'art, ya. 

Voici les composantes qui doivent entrer dans les équations d'équi- 
libre i et qui sont : 

Dans le sens horizontal. Dans le sens vertical. 

M sin. cj M COS. g> 

iVcos. yp N sin. \p 

fN sin. yp fN cos. \p 

K sin. }p K cos. \t 

P 
Tous les termes de chaque équation d'équilibre étant supposés dans 
un même membre, ceux de ces termes, qui renferment M et Pj ont 
des signes différents. N cos.\p et iV^sin. i^ doivent avoir, la première 
un signe différent de celui de Msin.Oj et, la seconde, le même signe 
que M cos.œj enfin, les signes des termes qui renferment le frotement 
fN et l'adhérence K doivent être, ou ne pas être, les mêmes que ceux 
des termes qui renferment M^ suivant que M aura, ou n'aura pas, en 
sa faveur, la résistance du frotement et de l'adhérence. 

62^. On parvient, en ayant égard & ces diverses observations, aux 
équations suivantes d'équilibre 

iMs'in.co — iVcos. \t ^lfIVs\n.\p 4I Jîsin. \^ = o 
Mcos. a? + Nsm. \p +fN cos. t^ + Kcos. \P -- P = o 

Le signe supérieur a lieu lorsque M doit être prêt a l'emporter sur P^ 
et le signe inférieur a lieu dans' Te cas contraire ainsi que je l'ai expliqué 
plus haut. 

Éliminant iVoni arrive k l'équation unique 

, . 3f sin^ cjM K sin. \L cos. \p + /sin. \p 

\ / ' ' ' p — >/co8.G> + Acos.\t sin. \t-(-ybos. ^ 

625. Tirant la valeur de M de l'équation (2) de l'art, précédent, et 
observant que œ — ip est égal à l'angle c formé par la direction de M 
et par la longueur du plan incliné^ on a 
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P { COS. yf/ + /sin. -{1)+ K 
A/ = ^ rr^, . — ^ — = — ^ 

' COS. f 4- / sui. f 

cette équation qui, seule, assure l'équilibre, lorsqu'ellje a lieu, s'obtient 
d'une manière simple et immédiate, en considérant que, puisque le 
Corps, d'àprèales conditions assignéies, ne peut se mouvoir que dans le 
sens de la longueur du plan; incliné ,. il suffit, pour énoncer qu'il y a 
équilibre, de dire que la somme des composantes parai^lles à là lon- 
gueur du plan inclinéest égale à zéro, ou qu'on a 

M COS. € — p côs* yf/ Ip /(P'sin; yp + M sîn; f^) ^ Jï = o 

équation identique avec la précédente. J'^aurais pu substituer la marche 
de raisonnement et d'analyse que je viens d'indiquer à celle des deux 
articles précédents, s'il n'était pas utile de multiplier les exemples des 
applications des méthodes et des formules générales; d -ailleurs l'équû-*-^ 
tion (2) de l'article précédent, quisedéduit directement des équations 
(i) du même article, a, sous.la forme. qvie je vais lui donner des appli- 
cations fort importantes. 

6^6. Substituant, dans cette éq^tion {p) dont je viens de parler,^ 

sin^ ô 
poury*^ sa valeur tang. ^ ou r- ^ le s«' membre devient égal à 

cotang. ( V' ip ^ ) et on a 

,. P A/ COS. C7 -f- À COS. \t j,— V 

(i) — ]Crr- = jr r*= tang. (i^-f^) 

^ ' M sm. â? 4:. A sin. yp o. \^ tt / 

et la valeur de Af. prend la forme 
(2) M= ^ — ^à'^^^' ^ "*" ^Â°' ^ ^^g-^^ + ^) ? 

On peut arriver à cette valeur en partant 4^ l'équation de Tart. 625, ) 
mais moins simplement qu'en la déduisant de l'équation (a) de l'art. 624. 

627. Lorsque M est une puissance horizontale, on a ^ = compté" 
ment de yp j l'équation de l'art. 62b devient , 

(,) M= -P(cos-f±/sin,^)±A 

sin. w 4- jr ços. w 

et l'équation (2) de l'art, précédent, donne, en observant <jue, dans 
le cas dont il s'agit ici , cos. «=p, sin. «= i 

tang. (^Ip^) 



i88 Statique élémentaike. 

Déterminations des limites entre lesquelles la valeur du moteur peut varier , eu 
égard au frottement et à l'adhérence , sans que l'état de repos du corps cesse 
d'avoir lieu sur le plati incliné. 

i 

6sS. On détermine aisément, par les équations des articles précédents / 
les variations de la valeur de M entre les limites dont j'ai parlé, article 
6o5 Pt suivants, et on trouve que depuis la limite inférieure, celle où 
M se trouve prêt à céder au poids Pj jusqu^à la limite supérieure, celle 
où le poids P se trouve prêt à céder au motepr Mj )a variation totale 
est , pour le cas de l'art. 626 , 

2(J*Psin.G? + Kcos.€) 
et pour Iç cas de l'article 6%^, 

sin, * \^ — y* c6s.^ T^ 

La valeur minimum de M^ celle qui convient à la limite inférieure, 
peut être augmentée de toute quantité plus petite que l'une ou l'autre 
de ces variations (suivant le cas que l'on cop^idère) ^an^ que Ip corps P 
sorte de l'état de repos. 

629. Dans le cas général de l'art. 6^5, la variation totale de M^ à par- 
tir delà valeur ilf=« — ^^ Pj qui convient à l'équilibre, abstraction 

COS. € 

faite du frottement et de l'adhérence, est du côté de la limite supérieure, 

Pfsin, cj ^ K COS. e 
COS. € (côs. e — -ysin. e) 

et du côté de la limitç inférieure 

PfîSrx. co -^-K COS. e 
COS. € (cos. €-^fs\n. e) 
Le cas de l'article ô^j donné , du côté de la limite supérieuiT , 

sin.it' (siri. \t'-*— jTcos. i^) 
pt du côté de la limite inférieure, 

Pf+Ks\n.^P 



sin. ^ (sin# jp +ycos. \ff) 

^ On 
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On voit que la valeur de M^ convenable au cas où on fait abstraction 
du frottement et de l'adhérence, n*est pas, en général, ainsi que j'en ai 
prévenu art. 606, moyenne arithmétique entre ses valeurs limites. 

'63o. Ces déterminations et ces remarques sont curieuses et peuvent être 
appliquées utilement dans plusieurs circonstances. Au reste , les considé- 
rations générales, auxquelles toute la théorie des limites des forces M et 
jP se trouve liée, sont susceptibles d^être présentées d'une manière directe 
et fort simple. 

Soit le plan incliné BC sur lequel le corps pesant P est posé en Tj pjg, .^ 
PT étant la direction et le sens d'action^de la pesanteur, et MT]a direc- 
tion et le sens d'action de la puissance M. J'élève la perpendiculaire 
TK sur BCj dans le plan MTP j et je mène, dans le même plan, les 
lignes TF et TP faisant, chacune, avec TK un angle égal à l'angle ^ 
du frottement. Soit QT\dL direction de la résultante de M et de Pj le» 
directions des deux composantes étant supposées constantes , la direction 
-de QT ne peut varier que par les changements d'intensités de M et de 
Pj or «i on sup|X)se , d'abord , que QT se confonde avec K T^ on aura 
le cas de l'équilibre sans frottement; introduisant ensuite le frottement 
^ je suppose, pour simplifier, que l'adhérence est nulle) et augmentant 
la valeur de M, convenable au cas d'équilibre dont je viens de parler, 
ou diminuant celle de Pj qui convient au même cas , la ligne QT se 
mouvra dans l'angle K TM^ en tournant autour du point T^ et il y 
aura repos du système jusqu'à ce que QT %e confonde avec FTj alors 
la force ilf sera prête à mettre le corps P en moirvement dans le sen^ 
TCj jet l'y mettra réellement, si par une nouvelle augmentation de son 
intensité , ou une diminution de Pj on fait passer la direction de Ç T 
dans l'angle FTB. 

Si , à partir de la coïncidence de JÎT et de QT et des valeurs de P 
et ilf qui ont lieu lorsque cette coïncidence existe, on eut augmenté P, 
ou diminué Mj le mouvement de la ligne Q T aurait eu lieu dans Tangle 
F'TR^ l'état de repos du corps aurait subsisté jusqu'à la coïncidence 
àeQTexàe FTj et lorsque ÇT serait entré dans Tangle PTC\e poids 
aurait commencé à se mouvoir dans le sens TB. 

Ainsi, en résumé, l'état de repos a lieu tant que la direction QT^ de 
U résultante de M et de P^ se trouve dans l'angle FTFj et le mouve- 

37 



£90 Statique élémentaire. 

ment est produit dans le sens TC ou dans le sens TB ^ suivant que la 
direction ()r passe dans l'angle FTB ou dans l'angle FTC^ 

De la direction la plus avantageuse à donner à une force qui doit , ou faire 
monter un poids le long d'un plau incliné y ou simplement empêcher sa 
descente. 

63i. La valeur de M^ donnée art. 626, contient l'angle e formé par 
la direction de M et par la longueur du plan incliné, qu'on peut déter- 
miner de manière que M soit un minimum. 

Faisant donc — ; — = o on trouve 

de 

— sin. e ipy COS. « = o ^ d'où , tang. e = nPy 

Ce résultat nous apprend qu'on employera le moteur avec le plus grand 
avantage possible , lorsqu'on lui donnera une direction faisant , avec la 
longueur du plan incliné , un angle égal à l'angle du frottement , et 
suivant qu'il devra surmonter le frottement et l'adhérence, ou s'en aider, 
son action aura lieu dans un sens tel qu'il tende, en même temps, à faire 
monter le corps le long du plan incliné ou à le soulever au-dessus de 
ce plan , ou à le presser contre ce même plan. 

632. On a, pour la valeur minimum de M^ résultat de la détermina- 
tion précédente, 

^^ P(cos.;A±/sin.>A)+K 

les signes supérieur et inférieur conviennent respectivement au i«' et au 
2® emploi à faire du moteur, expliqués dans l'art, précédent. 

633. La différence entre les deux valeurs minima que je viens de dé- 



terminer est égale à 



2(P/sîn.)^ + A) 



634. Pour comparer ces résultats avec ceux qu'on obtiendrait en don- 
nant à Af une direction parallèle au plan incliné, direction qui, au pre- 
mier coup d'œil , pourrait sembler la plus favorable, il faut, dans l'équa- 
tion de l'art. 625, faire f = o , ce qui donne 

Af=P(cos.^+/sin. ^) + A; 
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valeur qui est toujours plus grande que celle de Part. 63i puisqu'on a 

635. On peut remarquer que , dans cette hypothèse particulière du 
parallélisme entre la direction de M et la longueur du plan incliné , la 
valeur de 71/ convenable, pour l'équilibre, au cas où on fait abstraction 
du frottement et de l'adhérence, est moyenne arithmétique entre la plus 
grande et la plus petite valeur que M peut prendre , lorsque le frotte- 
ment a lieu, sans que l'état de repos du système soit troublé. La varia- 
tion , du côté de chaque limite, est, art. 629, égale à PJ* s'in. œ + K, 
la variation entre les deux limites est, art. 628, 2 (Py*s\n. c? + K) 

m 

De la résistance due au frottement d'une corde qui s'enroule sur un cylindre. 

636. J'ai parlé, art. 609 de la grande résistance que pouvait opposer, 
par son frottement, une corde enroulée , d'un petit nombre de tours , 
sur un cylindre; il est bon de faire voir la conformité de la théorie avec 
cette vérité d'expérience. 

Soit un cylindre immobile , que je supposerai , pour fixer les idées , 
mis dans une position horizontale ; une puissance M est appliquée à 
l'extrémité d'une corde qui , après avoir fait un certain nombre de tours 
sur le cylindre , tient suspendu , à son autre extrémité , un poids P au- 
quel M doit faire équilibre , en profitant , pour alléger son effort , du 
frottement de la corde sur le cylindre. Ainsi P doit être prêt à surmon- 
ter M plus la résistance due au frottement. 

Soient a la longueur de la corde enroulée , depuis le premier point 
où cette corde touche le cylindre, du côté de Mj point qui est l'origine 
àe aj jusqu'à un point quelconque de la partie enroulée ; r la tension 
de la corde à ce dernier point ; p la somme des pressions qui ont lieu 
sur les arcs élémentaires da^ dans toute Tétendue de aj r le rayon du 
cylindre. 

Le poids P étant prêt à surmonter M et le frottement, il est évident 
que la tension r^ h l'extrémité de aj doit faire équilibre au frottement, 
sur la longueur entière de aj plus à la force M^ ce qui donne, j^ étant 
comme ci-dessus le rapport du frottement à la pression, 

<ï) T=fp+M. 

Ensuite il résulte de la tension Tj qui a lieu dans le sens de l'élément 
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de courbe da^ une pression normale sur cet élément , égale au produit 

de T par le sinus de l'angle de contact ou par j et cette pression , 

sur daj est la différentielle de la somme des pressions sur l'arc entier a^ 
on a donc 

différentiant l'équation (i) et éliminant d/? entre cette équation difTé- 

., ,,, . / V dr rda ,, , 
rentiée et 1 équation (5i), on trouve —pr- = ^ a ou 

/o\ dr fda ^ , fa , ^ 

(3) .... = '^ ^ et log. r = ^ — + C. 

T r r 

On a en même temps a=o et t=^Mj d'où C=log. Mj et la tension, 

/" r ^ fa 

à un point quelconque, se calcule par l'équation, log. I -tf I = 'j 

de laquelle on dédqit, en passant des logarithmes aux nombres, 

(4) r^Me"^ 

e est le nombre dont le logarithme naturel = i ; on a e = 2,718^8 et 
le logarithme vulgaire de e = 0,48429448. 

On voit, par l'équation (4) que les longueurs a croissant en progres- 
sion arithmétique, les tensions r croissent en progression géométrique. 

687. Pour connaître, d'après ces déterminations et ces valeurs, l'a- 
vantage que M retire du frottement de la corde, désignons par À la 
longueur totale de sa partie enroulée sur le cylindre, et observant qu'à 
l'extrémité de ^^ du côté de Pj la tension =;-P^ on a d*après l'équation 
(4) de l'article précédent, 

/À • fÀ 

P = Me r . d'où Mz=P:e »" 

Je suppose f=j (et il serait aisé de rendre cette valeur encore plus 
forte, pour une corde de chanvre enroulée «ur du bois) et faisant suc- 
cessivement À égale au produit de la circonférence décrite du rayon r 
par les nombres 7, i, :z, 3, etc., je forme la table suivante 



Sectignquatrième. s.g3 

Pour 7 tour M = o,35io6. P 

1 tour ilf = o,ia3io. P 

atours Af = o,oiSi9. P 

3 tours M = 0,00187. P 

4 tours 3f = 0,00023. P 

6 tours. Af = 0,000028. P 

etc. 

On voit que, pour un seul tour, TefTort M est déjà moindre que la 
8« partie du poids dont il doit empêcher la descente; cet effort diminue 
ensuite suivant une progression très-rapide, et, passé 4 ou 5 tours, M 
peut être considéré comme infiniment petit par rapport à P. 

Application de la théorie du plan incliné à la poussée des terres, en ayant égard 

au frottement et à la cohésion. 

638. J'ai publié, en 1804, un petit traité théorique et pratique sur 
la poussée des terres j la forme et les dimensions des murs de re- 
vêtement ^ qui contient des théorèmes nouveaux au moyen desquels il 
m'a été possible de donner très -simplement l'analyse générale des pro- 
blèmes que ce sujet comporte, analyse qui, jusqu'alors, n'avait pas été 
donnée d'une manière aussi complète. Je vais déduire les propositions 
fondamentales de ma théorie de celles que j'ai précédemment démon- 
trées depuis l'art. 6o5 jusqu'à l'art 627. 

Soit AKFD une droite horisontale et ABCT) la section, faite par Fîg. 4.3 
un plan vertical, d'une masse de terre homogène, appuyée contre un 
plan vertical (représentée par la ligne AB^ auquel le plan ABCD est 
perpendiculaire , et qui est le parement intérieur d'un mur de revê - 
tement. La masse de terre ABCD peut se trouver dans deux états qu'il 
faut soigneusement distinguer, dont l'un répond au cas où les molécule* 
qui la composent conserveraient, entr'elles, la cohésion qu'elles ac- 
quièrent après un certain temps de repos, et l'autre au cas oii ces terres 
auraient été fraîchement remuées. 

Si le premier cas a lieu et que, donnant à la verticale AB une hauteur 
suffisante, on suppose que les terres ne sont plus soutenues par le plan 
que cette verticale représente, une partie ABK de ces terres se séparera 
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de la partie RBCD^ suivant une ligne de rupture BK^ et on a reconnu,* 
par expérience, que cette ligne était sensiblement une ligne droite. 

Dans le second cas la suppression du plan représenté par j4B occa- 
sionnera , quelque soit la hauteur j4B ^ Tèboulement d'une masse de 
terre j4BFj sur une ligne de séparation BF plus inclinée que BK et 
qui est, comme cette dernière, sen^blement une ligne droite, ce dont 
on s'est pareillement assuré par l'observation. 

63g, Les résistances surmontées par le poids des terres lorsque la 
mpture a lieu sur la ligne BKj sont Ja cohésion (qui peut, considérée 
sous le point de vue mécanique, être, à tous égards, assimilée k Vur 
dhérence) et \e frottement. La première de ces deux résistances est 
détruite par le remuement Aes terres, lorsque la séparation a lieu sur 
la ligne BF^ et le frottement reste seul, 

L'angle FBC (BC étant une droite horizontale), est donc Vangle 
du frottement j puisque, après l'éboulement du triangle FBA ^ la 
tendance que la pesanteur donne aux molécules , placées sur le talus 
FBj pour glisser dans le sens FB^ est détruite par le frottement. 

640. Considérant les terres dans l'état de Cohésion et supposant que 
le profil ABB'A' a la stabilité nécessaire pour empêcher l'éboulement 
du triangle ABKy il est évident que si ce triangle, en conservant son 
poids, devenait un plan matériel de forme invariable, ayant sur BK\e, 
même frottement et la même cohésion que les terres, il se tiendrait, 
par lui-même en équilibre sur cette ligne BK^ et la ligne AB ne sup- 
porterait aucun effort. Mais dans l'état réel des choses les terres tendent 
à couler sur toute ligne BG menée dans l'angle KBA j et si les masses 
ABG et GBCD devenaient parfaitement solides, la cohésion et le 
frottement naturels aux terres continuant d'avoir lieu sur la ligne BG^ 
ces résistances ne seraient plus capables de retenir seules le triangle 
ABG sur cette ligne, et il faudrait, pour empêcher sa descente, leur 
réunir une force horizontale que je désigne par M. 

641. J'observe maintenant que, parmi les positions qu'on peut donr 
ner au point Gj sur l'horizontale KAj il y en a deux qui rendent nulle 
la force M et qui sont en K et en A j'en effet, dans la première posi- 
tion la masse se soutient par le frottement et la cohésion , dans la se- 
conde la masse s'évanouit. Il y a donc une position de Gj entre A et Kj 
qui rend M un maximum , et cette plus grande valeur de M est celle 
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de l'effort horizontal que la verticale AB a à supporter par la pression 
du profil des terres qu'elle soutient. 

64a. La détermination importante, pour l'objet de recherche qui nous 
occupe, est donc celle du maximum de valeur de M^ et il faut d'abord 
trouver l'expression générale de cette valeur correspondante à un angle 
quelconque GBAj je vais la déduire de l'équation (2) de l'art. 6^j. 

^ P — K \ COS. \p + s\n. \p tan^. (ip + <p) \ 

~ tang. (•<A + ^) 

Je prends le signe inférieur partout où il y a un double signe, vu que 
par l'état de la question , les résistances dues à la cohésion et au frot-- 
tement, doivent concourir avec M pour soutenir le triangle ABK sur 
la ligne BK. 

D'après la notation convenue art. 6i5 et 6^3, on a angle FBCz=z^^ 
angle GBA=^\lj faisant ensuite AB =: h^ désignant par 771e poidis 
de l'unité de surface du profil ABCD et par k la cohésion sur l'unité 
de longueur, le poids du triangle ABG sera \ II h^ tang. )^ = P^ et 

la cohésion, sur la longueur totale BG ^ sera p = K. 

COS. *(^ 

643. Ces valeurs, introduites dans l'équation (2) de l'article (i^'j ^ la 
changent en 

atang.(^+^) \tang. (1^ + ^) ^ J 

644. Faisant, dans l'équation de l'article précédent, • = o, on a 

\ cos.^'^ cos.^ (i;4-^) J r I I \ 

tang.^ (\^ + <J) V cos^^ sin^ (i^-j-,^)J""® 

Il n'est pas difficile de s'assurer qu'en faisant dans cette équation 
t/' = 7 complément de ^ ^ \q terme multiplié par 7 II h* et le terme 
multiplié par k s'évanouissent chacun en particulier ; ainsi nous voilà 
parvenus au théorème fort simple que j'ai donné, le premier, dans mon 
traité, cité art. 638. « Le prisme de plus grande poussée des terres sou* 
« tenues par un plan vertical , est celui dont la face inclinée (la surface 
« des terres est supposée horizontale) fait, avec ce plan, un angle égal 
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4< k la moitié de celui que forme, avec le même plan, la ligne de talus 
« des terres fraichement remuées et dont la cohésion est détruite. » 

645. Il est à remarquer que ce théorème donne , entre les angles ip 
et ^^ une relation entièrement indépendante de la cohésion. Pour 
mettre en évidence la compatibilité de cette propriété curieuse avec 
les applications à faire de l'analyse précédente. J'ai déterminé dans 
mon traité, ci -dessus cité, la relation générale <jui existe entre les 
angles KBA et FBA formés, respectivement, avec la verticale, par 
Ic^ lignes de talus des terres cohérentes et des terres fraichement re- 
muées, et j'ai démontré que lorsque la hauteur AB excédait celle sur 
laquelle on peut fouiller, à pic, les terres cohérentes , sans qu'elles s'é- 
boulent, l'angle KBA qui , d'après mon analyse, dépend de la hauteur 
AB ^ était toujours.- plus petit que l'angle FBA et plus grand que la 
moitié de cet angle. 

J'ai fait voir, de plus, que, lorsque la hauteur AB était égale à celle 
sur laquelle on peut fouiller les terres à pic sans qu'elles s'éboulent, la 
même analyse donnait une valeur nulle de la poussée horizontale corres- 
pondante k l'angle sous lequel cette poussée doit, en général , être un 
maximum, et qu'ainsi cettepoussée était nulle, non seulement sous l'angle 
dont je viens de parler , mais sous tous les angles possibles , ce qui est 
d'ailleurs évident , d'après l'hypothèse sur laquelle on raisonne. 

646. On ne peut pas douter, pour peu qu'on soit accoutumé à saisir 
l'esprit du calcul et à interprêter l'analyse, que l'angle ^ ^ dont la re- 
lation avec yp est donnée (dans le cas du maximum de M) par l'équa- 
tion \t = T complément de ^ (art. 644), ne 5oit réellement l'angle du 
frottement ; introduisons ce demi-complément de ^ dans l'équation gé- 
nérale de l'art. 648, appliquée au cas où la cohésion étant détruite, le 
frottement serait Ja seule résistance au glissement des terres le long de 
la ligne de talus , et pour cela , faisons ^ = ^^ — t (je désigne par ^f 
la demi-circonférence .dont le rayoq = i ) et ^ = o, l'équation de l'art. 
Cité deviendra 

M= T/7^Mang)A ^ ^^^ 

tang.(7^+\t — r) & ^ & v ^/ 

la puissance horizontale M s'évanouit lorsque i/' = ar ^ parceque t est 
l'angle formé par la ligne de talus et par la verticale, lorsque cette ligne 
de talus est celle sur laquelle les molécules de terre se sputienueot par 
Je seul frottement. 

C'est. 
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Cest par ce raisonnement et par la marche d'analyse suivie dans les 
articles précédents qu'un géomètre du premier ordre , à l'occasion de 
quelques discussions auxquelles ma théorie a donné iieu, a pris la peinq 
de vérifier mes résultats qu'il a trouvés parfiiitenaent exacts à tous égards. 

647. En exprimant M par une fonction déduite ides formes des murs 
de revêtement et employant convenablement , le théorème de l'art. 644, 
on obtient toutes Jes déterminaitions ^dont les constructeurs ont besoin. 
Ces .détails doivent être étudiés dans l'ouvrage même où je lies ai consi- 
gné et dont on explique ^chaque année aux élèves les principales propo - 
sitioDS jdans le cours de cDnsiruc lions publiques. 

64&. Lorsque )'en serai à la partie du .cours de ma mécanique qui 
traite de Véquiiibre des Jluides ^ je ferai vx>ir conunexit ma théorie 
de la poussée des terires s's^pUque à tous les degrés ,de .consistance 
iqu'ielles peucrent avioir^ depuis laicoiiésion infinie, ou la dureté paifaiite^ 
jusqu'à ia fluidité parfaite. 

(De l'équiUhre du leVier et de la poulie , en ayant égiH'd au frottement. 

^49. Le levier et 4a poulie sont, ams^i que je l'ai dé}à oî^bservé, ov F'g- 44°***' ^ ®^ ^' 
munis d'axes avec ^lesquels ils font corps ^ et qui tournent dans des 
•boites ou 'Ouvertures circulaires immobiles, ou |>ercés eux-mêmes, de 
^rous circiilaiws à travers lesquels passent les axes fixes. La fig. 44, n®i 
•et 2, représente deux leviers dont l'un ^ n«> i, se rapporte au i«^ cas 
et l'autre, n® a, au 2«. cas. 

Je suppose que chacun de ce-s leyiers e$t sollicité par des forces pis- 
sant dans un plan ^perpendiculaire. à son axCj qui est le plan delà figure; 
j'appelle M la résultante (dont VM est la direction et le sens d'action) 
de toutes les forces qui tendent à faire tourner dans up sens, et je dé- 
signe par R la résultante (dont W R est la direction et le sens d'ac- 
tion) de toutes les forces qui tendent à faire tourner dans le sens opposé. 

Lorsqu'il' y aura équilibre, l'axe et l'ouverture circulaire (ouverture 
dans laquelle tourne l'axe n^ i, ou qui tourne sur cet axe n® 2) entre 
lesquels il doit toujours y avoir un peu de jeu, seront en contact en un 
point T par oii passe la résultante des forces iJfet R, laquelle ne doit 
pas, eu égard au frottement,. être perpendiculaire à la tangente com- 
mune TL des deux courbes en contact^ mais doit^ au moment où 
I 38 
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l'équilibre est prêt à se rompre, faire, avec cette tangente, un angle 
complément de Tangle du frottement, ou autrement, faire, avec la per- 
pendiculaire TK à cette tangente , un angle égal à l'angle du frottement. 

Je rapporterai les directions , tant des forces que des résistances dues 
au frottement, aux deux axes coordonnés jiXet AY} a' et a'' repré- 
senteront les angles formés par Taxe AXet par les directions respectives 
de M et de /î^ i? sera l'angle formé par le même axe jiX et par la 
tangente au point de contact T qui est la ligne suivant laquelle la 
résistance du frottement se fait éprouver; À désignera Tangle compris 
entre les directions de Jlf et de /l^ iV la pression normale au point Tj 
f le rapport du frottement à la pression normale , j^iV étant , par Consé- 
quent la valeur de ce frottement; on aura CD = a et CB = A^ CD et 
CB étant les perpendiculaires respectives abaissées du centre C (qui 
est celui de Taxe, n® i, et celui de l'ouverture circulaire, n® a,); enfin 
p est le rayon de l'axe, n® i , et de l'ouverture circulaire n^a. 

65o. La force M est censée prête à mettre le levier en mouvement, 
en surmontant R et la résistance du frottement ( j'assignerai bientôt 
les limites entre lesquelles M et B peuvent varier) et considérant la 
pression normale iV et le frottement J^Nj comme des forces actives 
appliquées au levier, l'une dans le sens TK et l'autre dans le sens TL, 
on peut poser les équations d'équilibre comme si le corps était libre. 
Il faut faire attention, relativement aux composantes des forces y iV> 
quelles ont des signes différents dans le cas du n^ 1 et dans celui du n^ a. 

On a, ainsi, les équations d'équilibre 

. . ( Af COS. a' -^R COS. a" = iV sin. +fN cos. 

i M sîn. a' + B sin. a" = N cos. ^fN sin. 

(2) Ma — Rb=fpN 

65i. Faisant la somme des équations (i) de l'article précédent, après 
avoir élevé au carré chacun de leurs membres, l'angle s'élimine et on 
a, en observant que af' — a^ z=z X^ 

( >i ^_ i M^ + !lMR COS. }. + R^ \^ 

^'^' l^ '^Tfi -y 

l'équation (2) du même article donne 

w- "*=—??— 

on déduit de cea deux équations 
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fp (M* + :^ MB COS. À + R*)^ 
(3) Ma = R6+-'^-^ i --7— 

L*expressîon (M^+a M Rcos. À+R^)^ est, art. 5i, la valeur de la 
résultante de M et de B. 

652. L'équation (3) de Tarticle précédent donne, en observant que 

{a* + 2alf COS. À + A^y est la distance enfre les points D et P oii 3Ç 
trouvent les pieds des perpendiculaires abaissées du centre C sur les 
directions des forces M et Rj désignant cette distance par c^ et faisait. 



de plusf I + rj^j =ç'f 



11) • • • • • n — T* . 

Il y a beaucoup de cas de pratique qui permettent de négliger le 
carré f>* et on a, alors, Téquation très -simple 

653. Lorsque les directions de -W et de /î «ont parallèles, c=^a+i,?, = o, 
et l'équation (i) de l'article précédent devient 

et en négligeant ç^ 

654. Pour avoir le cas de \^ poulie, il suffit de faire a=: 3 et Téqua* 
tion de Part. 65a devient 

(1) ..... —g[- = : ^ay»_^» 

et en négligeant ç^ 

M pc 

(a) ..... -^=T=I± ^a y • 

Si les forces sont parallèles cette dernière équation devient 

(3) -^ = ' ± 7f 
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Ces diverses équations peurent êtirè fort utiles dans la pratique; on voit 
que dans les poulies qui se rapportent au n®!a, et qui sont celles dont 
on se sert dans la mariné, le frottement ne dépend pas du diamètre de 
l'axe, mais de celui de Couverture circulaire pratiquée au centre de la 
poulie qui tourne sur l'axe. 

Des variations que peuvent subir deux puissances appliquées à un levier , sans 

^ue Vtisit de tepos de ce levier cesse dWoir Heu. 

655. Une marche de raisonnement semblable à celle que jai employée 
art. 63o, pour le plan incliné, va donner très-simplement , et sans cal- 
cul, le théorème d'aprèà leijutel tHi i:K)Urfa aisément ckèterminer les varia- 
tions que les deux puissaftceë M et jRj appliquées **u levier , peuvent 
eubir, kahs que l'état de repos de ce levier cesse Savoir lieu. 

pjg. ^ Soit le cercle ^B ^ qui a son centre en G^ la coupe transversale du 
cylindre GG'^ figure 44, n^. i| ou de l'oaverture <?G' n^ 2, et T le 
point où la direction ÇT de* la résulttinte de M et de /î vient (îouper 
ce cercle , T étant , comme dans les figures 44 , n^». i et £ , le point sur 
lequel la pression normale N et le frottement^TV ont lieu. Menant, par 
le point Tj une tangente L^ L au cercle JiB^ le levier se trouvé dans 
l'état d'un corps posé ««r lé ^èn ificlkié i'i et sollicité par. une puis- 
sance dirigée suivant QT^ résultante de M et de B que je désigne par 
Ç, et dont la composante , perpendiculaire à Z'Z^ produit la pression 
iV et le frottement y*iV. Soit KTC )a direction de cette dernière com- 
posante (qui a pour valeur Ç X sitt. ÇTL) et traçonè deux droites TFj 
TF faîsant , âVéc TR un ^hglfe é]g^l à l'îahgJè f 4i fh>Wërftëht ; ë'^après 
ce que j'ai expliqué précédemment , la résistëfttiêy'iV^ qui à soA eflfet 
sur la ligne i-£% anttulera l'afctiôn dé ^^ prise datas le sens de cette 
même ligne , tant q^eîa diiipction ÇTsera comprise dans l'angle I*^TFj 
Ç sera prêt à vaincre le frottement et k produire u*i mouvetlient nars^ 
sant, lorsque ÇTse confondra ou avec FTou ayecF^Tj le mouvement 
sera produit si cette direction ÇT se trouve, -soit dahsl^ngle FTL ^ 
soit dans l'angle FTV j enfin la coïncidence de (>T et de XT assure 
l'équilibre, indépendamment du frottement. 

656. Il est aisé d'obtenir, par les considérations précédentes, llrs li- 
mites des valeurs , soit de M soit de ^^ entre lesquelles le système se 



Section QUATKitME. ^ 3oi 

maintient dans l'état de repos; j'en supprime le calcul, pour abréger; 
mais si on veut déduire des mêmes considérations une compression analyr 
tique de conditions équivalentes à celles que je viens d'^signer , on 
mènera les lignes Cb y C^^ respectivement perpendiculaires sur FT, 
et F^T prolongées; désignant par A chacune de ces perpendiculaires^ 
qui sont d'égales longueurs, et se rappelant que le rayon TC et l'angle 
FTK ou F'TJi^ ont été représentés par les lettres ^ et 0j on aura 
// = ^ «in. ^ ^ ou , en employant la .vàleury= tang. ^ et observant que 

tang. ^ 



sin. ip = 






QK est la valeur du moment.de la résistance Ç lôrsqiie sa direction Se 
confond avec FT ou PT. et si on généralise la signification de A^ «4 
lui faisant représenter la perpendiculaire Cl! abaissée du centre C su^ 

. k f . . . ; ' 

Ç T prolongée , l'inégalité < - indiquera que la direction 

de Ç est comprise dans l'angle FTF ^ condition qui assure le repos du 

système, et l'inégalité —1- > ^^r mdiqtiefa que le levier se meut 

ou est prêt à se mouvoir. 

On a donc , pour condition unique d'équilibre , ou de repos , 



If y I +/• ' 

Se la roideur des cordes et des chaînes; comment ou la fait entrer en èon^i- 

dèratiou dans le calcul des machines. 

l 

667. J'ai, jusqu'à présent, supposé parfaitement flexibles- les cordes 
ou fils qui faisaient partie des systèmes dont les trondrtlôns d'équilibœ 
ont été déterminées dans ce traité ^ mais le$,grosses cordes et les cables, 
qu'on est obligé d'employer en se servant des machines, opposent à leur 
-flexion des résistances qui ont une influence eensible^iur des ejSet^ de ç^ 
machines, et dont il faut tenir compte dans le calcul. 

Soit JIB le diai^ètre horizontal d'une poutie «yaat. fiça axe et «son Fig. 46 
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centre de mouvement en Cj P et Q des poids suspendus aux extrémités 
E et D d'une corde EBjiD enroulée sur la poulie. Faisant abstrac- 
tion du frottement on doit avoir, pour l'équilibre, P=szQj mais la 
roideur de la corde peut, seule, empêcher que cette égalité n'ait lieu, 
et voici comment cet effet se produit. 

Le poids P^ étant celui qu'on destine à opérer, par sa descente , l'as- 
cension du poids Ç^ tend à faire enrouler, sur la poulie, l'extrémité 
supérieure de la portion de corde Djij mais la roideur de cette corde 
s'oppose à sa flexion et l'effet de cette résistance est d'écarter le poids Q 
de la verticale menée par le point y^ ^ et de placer son centre de gravité 
dans une verticale sa plus éloignée du centre C que le point y4. 

Le contraire a lieu, du côté de Bj et le centre de gravité du poids P 
se trouve dans une verticale 6r plus rapprochée du centre C que le 
poipt Bj on peut, pour plu$ d'exactitude > supposer que A etB 3ont 
des points placés ^ la rencontre dp l'axe de la corde et du diamètre 
horizontal de la poulie. 

Dans cet état des choses, le moment du poids P jsera P X Cb ^ ou 
PX(^BC—B6)j le moment de Çsera ÇX {^CA+Aa)jefonwrsL, 
par la condition de l'équilibre, 

P}^{CB — Bb) = QX{CA + Aa) 

658. On déduit de cette équation en faisant CA^=^CB =r; Afi^sipj 
!Sb = ^. ' 

Tel est Vexcès de valeur que P doit avoir sur Ç pour être prêt à opérer 
son ascension, en surmontant la résistance due à la roideur de la corde. 

669. € et e' sont des quantités à déterminer par expérience, et je 
puis déjà dire que la résistance de la corde à se dérouler au point B a 
été reconnu si foible qu'on peut la négliger dans le calcul, au moyeo 
de quoi l'équation de l'artiçlç précédent devient 

expression de la résistance due à la roideur de la corde, d'une exacti- 
tude suffisante pour la pratique. 
660. Je vais, maintenant, chf fpher une autre expression de la m^mc 
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résistance, dans laquelle entrent des quantités dont la détermination > 
par l'expérience, offre plus de facilité que celle de la quantité e^ dont 
elles pouront faire connaître la valeur. 

J'observe d'abord qu'une corde tendue oppose à sa flexion, i^une 
résistance constante provenant de son ourdissage et indépendante de 
sa tension; a® une résistance variable provenant de sa tension. 

La première résistance étant désignée par Am^ et la 2« par AnQ^ 
leur somme sera A (/»+;» ())^ Q étant la tension, m ^x n des consf- 
tantes, et A une fonction du diamètre de la corde et de celui du cylindre. 
Or le raisonnement et l'expérience s'acordent pour prouver que les ré- 
sistances dues à différentes cordes, qui s'enroulent sur des cylindres de 
différents diamètres, suivent les raisons inverses des rayons de ces 
cylindres et les raisons directes d'une certaine puissance (jl des diamètres 
de ces cordes, ensorte que dans l'expression générale ^ (i7z 4- /rO) op 

doit avoir A = — — ^ h étant le diamètre de la corde et r le rayon 

du cylindre, et cette expression devient 

66 1. Cette même résistance a été trouvée art. 659, égale à — Q j 

et en égalant ses deux valeurs entr'elleë, on a 

!((* {m-\-nQ) 

'^ ^ 

Cest l'expression d'une augmentation du bras de levier du poids Q 

dont l'effet équivaut à celui de la résistance due k la roideur de le 
: corde ; ainsi on peut introduire cette résistance dans le calcul par la 
règle suivante. 

« Ayant l'expression des conditions de l'équilibre d'une machine , 
m conformes aux règles théoriques et pratiques précédemment établies, 
4e s'il se trouve , dans cette machine , une corde dont le diamètre soit k 
m et la tension Çj tirant tangentiellement à un cercle dont le rayon =/•, 
«c sur lequel elle doit s'enrouler, on aura égard à sa roideur y dans l'é- 
m valuation du moment de Ç) par rapport au centre du cercle, en subs- 
#c tituant à r la quantité r + f » 

U faut observer que cette augmentation du rayon de r ne doit lui 
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être atribuée quVn tant qu'il est considéré conim^ le bras de levier 
^e Ç^ et qu'on ne doit rien tJianger à sa valeur dans les expressions où 
il est employé d'une autre manière. ' 

66^. Voici des résultats d'npérîeDces , tirés de la S* section de la i^« 
partie de «noh arckkeciure kydwuuUxiijjt y pour servir à la détermina^ 

tion numérique des constantes de l'expression i^ni-^nQ^ s ces 

jexf>éirie«ices faites avec beaucoup de Soin par feu M Coulomb» membre 
de l'Institut 9 dimnent les poids nécessaires pour plier diti^en tes cordes 
autour ^'fun «ouleau de t) ««*v«oâ4 de rayoo 
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Corde blanche de 
3o fib de carret. ^ 

Corde blanche de 
i5 fils de carret. 

Corde blanche de 
6 fils de carret. 

Corde goudronnée 
de 3o fils de carret. 

Corde goudron née 
de i5 fils de carret. 

Corde goudronnée 
de 6 fils de carret. 
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On pourra,. pou ries cordes blanches^ foire ^ = 1,7 loi*8E|iie:ces covcles 

seront neuves, et ,^ = .1,4 lorsqu'elles seront usées. La roidcur des 

•cordes ) goudronnées, est, toutes choses égales d'ailleurs, sensiblement 

proportionnelle au nombre de fils de carret qui «entrent dans ces cordes. 

(Yovez art. 11.779 et vivants 4e mon. ouvra^cUdessus cité, les moyens 

que 



Section quatrième, 3o5 

que j*ai employés pour la détermination numérique de m et de n.) 
663. Il me reste à parler de la résistance due à la roideur des chaînes, 
et ce que j'ai à dire s'appliquera à la chaîne représentée par la fig. 47 ^g- 47 
dont les chaînons sont assemblés les uns aux autres par des axes. Cette 
chaîne enroulée sur une poulie dont ^B est le diamètre horizontal (les 
points A tt. B peuvent être supposés placés aux centres des axes des 
chaînons), porte, à ses extrémités, des poids P et Ç. Ces poids sont 
écartés de la verticale parle frottement que chacun des chaînons, placés 
enBet A^ exerce sur son axe. Nommant 37 et ??' les résistances respec- 
tives des frottements qui ont lieu autour de ce» axes, et f la longueur 
commune de leurs rayons, les moments des frottements seront f/u. et 
Pfit^j et comme c'est la résistance due au frottement qui tient les centres 
de gravité des poids P et Ç aux distances respectives Bù et A a des 
verticales passant par les points B et Aj on doit avoir P X Bù = ^32 et 
ÇxAa = ()ri^. 

On déduit de ces équations 

(0 s^= -^ J ^^ = -^ • 

et, comme, en désignant par r le rayon de la poulie, les conditions 
d'équilibre donnent 

(2) PX{r—Bù)=ÇX{r+Aa)j 

on a ultérieurement pour la valeur de P — Ç 

(3) P-Q=-t-(yj + yt') 

66^, Les quantités >? et >?' ne peuvent pas être fort différentes Tune 
de l'autre , car leur différence n'est qu'une fraction de l'excès de P sur Q 
nécessaire pour vaincre le frottement; ainsi on peut faire 3? + 37' = 137^ 
et l'équation (3) de l'article précédent devient 

^ r 

665. Le frottement étant égal au produit de la pression par un nombre 
constant f^ on ^ ri ^=J^Q j d'où 

(0 P-Q=-^Q 

valeur, adaptée aux calculs pratiques, de l'excès que P doit avoir sur Çj 
I 39 



f 

3o6 Statique élémentaire. 

eu égard à la roideur de la chaîne. L'excès correspondant du moment 
de P est ^f(>Qj ainsi on a, dans le cas d'équilibre, Pr=^ Q^'^^fyÇj ou 

(a) Pr= Q (r + 2j*f)). 

La quantité s.ff remplit ici la même fonction qu'op a vu faire, art. 66r, 

à la quantité tz ^- — j lorsqu'il s'est agi de la roideur des 

cordes ; et la règle, donnée k ''article cité, s'applique, sans restriction, 
à l'emploi de 2ff comme augmentation de la valeur du bras de levier 
du poids (?. . 

Le rapport y* est la seule; quantité à déterminer par expérience et 
on trouvera, dans la 5« section de la i" partie de mon Architecture 
hydraulique y les résultats des meilleures expériences qui aient été 
faites sur le frottement des axes. 
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Fin de la quatrième section de la statique, et de 

LA PREMli^RE partie DES LEÇONS DE MÉCANIQUE. 
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